ОБЪ ИНТЕГРИРУЮЩЕМЪ МНОЖИТЕЛЬ 


с ODEPEIITLA IBIS УРАВИЕИЙ 


2-го ПОРЯДКА, ВИДА: · 


А р. Ву +0у" x ру”+! 4 Буту" о 


ДИССЕРТАЦІЯ 


НА СТЕПЕНЬ МАГИСТРА МАТЕМАТИКИ 


М. А. Андреевскаго. 


МОСКВА. 
Типографія А. И.` Мамонтова и Ко, Большая Дмитровка, № 7. 
1869. 


http://rcin.org.pl 


LE 


По опредБлевію Физмко-математическаго факул 
скаго университета печатать от 


екан a Давидов. 


Б. — 8 


в рат ороваро Москов- 


, http://rcin.org.pl 


ОБЪ ИНТЕГРИРУЮЩЕМЪ MHOMUTEAB ДИФФЕРЕНЦАЛЬ- 
НЫХЪ УРАВНЕНИЙ 2-ГО ПОРЯДКА, ВИДА: 


A+ By’ + Cy!" + у 4 By! y=. 


М. А. Андреевскаго. 


Вопросъ объ интегрирующемъ множитель диххеренщаль- 
ныхъ уравненій есть безспорно одинъ изъ важнЪйшихъ 
вопросовъ анализа. 

Самый естественный методъ для интегрированія дифферен- 
ціальныхъ уравненій есть методъ интегрирующаго множи- 
теля, но къ сожалћнію разысканіе этого послЪдняго, говоря 
вообще, такъ же трудно, какъ и интегрированіе самаго урав- 
ненія. . Е 

Тъмъ не менће есть классы дихФхеренщальныхъ уравненій 
къ которымъ способъ интегрирующаго множителя прим%- 
няется съ успЪхомъ. Главные изъ этихъ классовъ диФферен- 
ціальныхъ уравненій 1-го порядка были указаны еще 
Эйлеромъ. 

Посл того Дерптекій профессоръ Миндингъ открылъ -HO- 
вое средство для разысканія интегрирующаго множителя 
диФФеренціальныхъ уравненій 1-го порядка, основанное на 
знаніи частныхъ ръшеній этихъ уравнений. 

Но вопросъ объ интегрирующемъ множитель диххерен- 
шальныхъ уравневій выше 1-го порядка еще очень мало 


изученъ. 
- 1 
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Все сколько-нибудь общее, сдъланное по этому предмету, 
заключается, на сколько мнЪ извЪстно, у Лагранжа въ ero 
Lecons sur le calcul «дез fonctions (Leon treizitme); въ этомъ сочи- 
ненш Лагранжъ доказываетъ существованіе интегрирующаго 
множителя для диФФеренііальнаго уравненія -го между 2-мя 
измъняемыми и разсматриваетъ общую Форму интегрирую- 
11107094 множителей. 

При изелЂдованіи этихъ вопросовъ авторъ аналитической 
механики предполагаетъ найденными первые интегралы 
диФФеренціальнаго уравненія и потомъ замфчаетъ, что было 
бы важно умЪть находить эти интегралы a posteriori поеред- 
ствомъ интегрирующихъ множителей, но что это одна изъ 
тБхъ задачъ на общее ръшеніе которыхъ нельзя надЪъяться. 

Если же задача о разыскани интегрирующаго множителя 
въ общемъ видъ неразръшима, то, намъ кажется, не безъ- 
интересно обратить вниманіе на тЪ частные случаи, въ к0- 
торыхъ рёшене ея возможно. 

Занимаясь изслЪдованями этого рода, намъ удалось 
найти н$еколько удовлетворительныхъ результатовъ Для 
одного класса диФоеренціальныхъ уравненій 2-го порядка. 
а именно для уравненій вида: 


“A+ Ву + Cy™+ рут +1 Еур 0) 


rab коэффищенты A, В... Е суть хункщи 2 и у; х пере- 
MBHHAA независимая, а т число положительное, или отри- 
цательное, цфлое, или дробное, но отличное отъ нуля. 

Изложеніе найденныхъ нами результатовь и способовъ 
ихъ полученія и составляетъ предметъ этого разсужденія. 

Нъкоторые изъ полученныхъ нами результатовъ навели 
насъ на нЪсколько общихъ предложеній относительно инте- 
грирующихъ множителей дифоеренціальнаго уравненія л-го 
порядка, которыя мы доказываемъ въ концъ нашего раз- 
сужденія. 
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1. Мы называемъ интегрирующимъ множителемъ дифферен- 
ціальнаго уравненія 2-го порядка 


Их; у, у’, у) 0 


вообще всякую Функцію NV отъ x, у, У’, для которой произ- 
веденіе NF будетъ полною производною по х отъ н®которой 
Функщи 2, у, у. Въ частныхъ елучаяхъ интегрирующій мно- 
житель можетъ не зависЪть отъ у и мы будемъ имЪть дЪло 
главнымъ образомъ съ такими случаями. 

Beh наши изелБдованія вытекаютъ изъ одной основной 
теоремы, которая состоитъ въ слЪдующемъ: 
если 66 дифференцгальномь уравнени: 


A+ By! + Cy!™ + Dy!" Ву" у" = (A) 


коэффишенты тождественно удовлетворяють 2-MB условямз: 


2 tp) я +" ао =“) = (в 
dy ат 
(+) — a(2)=0 (C) 
dy dr е 


то первый интеграл» этого уравненія получится посредством 
квадрат ур, интерирующий множитель уравнения (А) будет: 
a 


“1 тР РИС р е 
M= тё", ов P= (++ = dy) (D) 

и первый интерал5 есть BB IMOMS случат: 
{MW Adx + Вау) + МЕ у" а (Е) 


TAB ах огначаетг произвольную постоянную величину. 
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Нено, что для доказательства этой теоремы нужно прежде 
всего искать условія, при которыхъ Функція: 


Е=А+ Ву + Cy! + Рут Бут" (1) 


Ра 


стоящая въ лЪвой части уравненія (A), можетъ быть полною 
производною отъ нъкоторой хункши И=/х, у, у) и потомъ 
показать, какимъ образомъ при существованіи этихъ условій 
разыскивается Функція U. Не касаясь общихъ теорій для 
этого данныхъ. мы употребимъ сперва ЕНН пріемъ, а 
именно: возьмемъ Функцію вида: 


Х-+ Уи" У | (2) 


rab Л и У суть Функщи т и у, и продихференцируемъ У 
сполна по 2; будемъ имЪть: 


dX ах dy ЧУ = =. ЧУ 
Зеу УУ Акту" w= ae 


Сравнивая это.равенство съ (1), мы видимъ, что производ- 
i ; 7 
ная qv одинаковаго вида съ Функціею Ё, откуда заключаемъ, 


что если только Ё можетъ быть полною производною отъ 
нЪкоторой Функщи вида (2) 2). то, предполагая т отличнымъ 
отъ +1 и отъ —1, необходимо должны имфть мето елђ- 


дующія равенства: р 
ах dX dy ау Я у 
№ ae’ B= —— dy’ C= i Dow ay’ Е=тҮ. (8) 


Изъ этихъ равенствъ нетрудно получить већ условія, ко- 
торымъ должны удовлетворять коэффиціенты Ё. 

Съ этою цию диФФеренцируемъ 1-0е и 3-е изъ равенетвъ 
(3) частнымъ образомъ по у, 2-е и 4-е по хи 5-0е пох и 1; 
получимъ: 

(А ФХ 48 _ ФХ 46 о Фү 40 _ Фү 
4у ахау? аз ауйт’ ау атау ах dydx? 
ЧЕ _ №24 dE _ al 
de" ae’ dy т Ty 


http://rcin.org. pl 


== 
Сравнивая эти 6 равенствъ между собою и съ (3), полу- 

dumb слБдуюцщия 3 отношенія: 
dA - dB dE =. 


dy dx’? de” =: 


уте (4) 

ВеЪ остальные результаты сравненія будутъ слъЪдствіями 
этихъ 3-хъ. Итакъ, можемъ сказать, что равенства (4) пред- 
ставляютъ BC необходимыя условія для того, чтобы Ё была 
полною производною отъ Функціп У вида (2) [т отлично. 
отъ +1 и отъ —1]. 

Если мы теперь допустимъ существованіе этихъ условій 
для Ки на основаніи ихъ опредвлимъ Функцію У, удовлетво- 


av 
ряющую равенству: 5 Рз === Р, то вмъстБ съ твмъ мы докажемъ 


достаточность Е. Ww). 

Функція У будетъ извЪстна, если будутъ найдены X и Г, 
удовлетворяющія равенствамъ (3). 

Для опредъленія Л замЪчаемъ, что по 1-ому изъ условій 
(4) Adx+ Вау есть точный дихференщалъ нъкоторой хункщи 
4 и у и эта Функція, какъ видно изъ (3), есть именно X; слЪ- 
довательно: 


> 


Х = [(Ada+ By) +. 


а 


we 
ДалЪе 2-ое и 3-е изъ условий (4) доставляютъ ог 


Е 
dE dE 
1.02 + ду dy =dE=m (Cd + Ваў. 
Съ другой стороны изъ (3): 
47=(Сах + Вау). 


Слъдовательно: dH=md¥; откуда: Е=тУ+ а. но по по- 
слВднему изъ равенствъ (3) постоянная а, =0. 


Значитъ, имъемъ: Y= ТЕ. 
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Опред%ливъ такимъ образомъ Х и 7, мы получаемъ слЪ- 
дующій результатъ: если коэфФфищенты Функціи К (1) тож- 
дественно удовлетворяютъ 3-мъ условіямъ (4), то эта Функція 
Е будетъ полною производною отъ: 


у= Года Bdy)+ Ру" +2 (5) 


Получивъ по этому способу весьма легко условія (4), при 
которыхъ Функція Ё будетъ полною производною отъ У, и 
найдя Формулу (5) для опредълен!я У, мы поетановимъ те- 
перь Th же самые результаты другимъ болће общимъ путемъ, 
а именно: мы не будемъ теперь искать условій, при кото- 
рыхъ Ё будетъ полною производною отъ Функщи У вида (2), 
но постараемся найти условія, при которыхъ Г можетъ быть 
полною производною отъ какой бы то ни было функцій 
И—=/ а, у, у). 

Одно необходимое и достаточное для этого услов!е, достав- 
ляемое теоріею Эйлера и Кондорсе, есть слЪдующее: 


ЧЕ ач a Р 
dy ay’ + a Ту" =0. (6) 
wo ЕЕ 


при чемъ условіе это должно быть тождественно удовлетво- 
рено. 

Мы покажемъ, что это условіе распадается на 3 другихъ, 
именно на 3 условія (4). 


Съ этою цвлію составляемъ самымъ дъломъ производныя 
dF dF dF 


Чу’ Wy? ay и получаемъ: 
ЧЕ _dA ПВ dC ny he) Oe eee 
dy dy * dy! ауу" 22 tay 
7 = В+ тСу”"-1+ (m+ L)Dy!™ + (m—1) Ву" 
dF 
ate 
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Дале составляя полныя производныя Чу, a ть находимъ: 
dc. da® 
г aa С 
== = >= az y rm 4 = ты ym ута) (нон BY yay + 
oe ' 


+(m+1) Dyn (m+1) yl | (m-+t)mD-+( m—1) qlee р 
+(m—L) (т) Еу "3724 (т-— 1) Бу": 


2 
4% GE _ = Fy m1 9 т утат 14 уу" + Эт — 1) т рту" 


42% 
+ (m—1)(m—2) By!” рр (m—1) Ву". 


Подставляя теперь равныя BMBCTO равныхъ въ (6) и pac- 
полагая результатъ по степенямъ у’, будемъ имЪть: 


ЧА dB ФЕ dC я ФЕ ас ар 
Чи. de атп" тау 9—0) ду У д | 
Е dD yim и, 
+ (ae —т a)! “tt (m—t1) то" зу” + 507) 


(т+-1 (т тр)" уо. j 


Если Ё полная производная отъ /(х, у, у), то это noca’ba- 
нее равенство должно сводиться на тождество 0=0, для чего 
необходимо, чтобы коэФФиціенты лЪвой части при различ- 
ныхъ степеняхъ у‘ были нули, а потому, исключая сперва 
случаи m=—1, т= +1, будемъ им%ть: 


dA dB. ФЕ dC ФЕ г 
dy de” ea" ie gaat e Dap att ger 


ФЕ m iD 0, а 


Здъсь по видимому 6 условій, но не трудно убЪдиться, 
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что между ними существенно различныхъ только 3, а 
именно: 
ЧА dB dE 


“dy de = de 


т. е. какъ разъ 3 условія (4). 

Итакъ, мы видимъ, что дъйствительно условія (4) необхо- 
димы для того, чтобы / могла быть полною производною 
отъ какой бы то ни было Функціи /(2, у. у). 

Если m=1, то членъ съ у” у” въ (7) исчезаетъ и кромЪ 
того членъ съ у”`! соединяется съ первымъ членомъ, такъ 
что для m=1 условіе (7) замняется 4-мя равенствами 


, 


dA _ ВС) ФЕ ФЕ аро ФЕ dd _9 Е рд 
dy ат dat’ “dyda ~ de’ dy® dy  ” dy 


2-ое и 3-е изъ этихъ равенствъ суть слЪдствія 4-го и зна- 
читъ имћемъ только 2 существенно различныхъ услов!я: 
dA _ d(B+C) dE 


aya. + a. oo: (8) 


Мы видимъ, что въ этихъ условіяхъ коэфФиціенты Ви C 
соединены BMbCTS, что и должно быть, ибо для т=1 Функція 
Е принимаетъ видъ: 


 Е=А+(В + С)у + ру? + Еу’. 


Точно такъ же найдемъ, что для т=—1, причемъ: 


F=(A+ D) + Ву + Су! + Еу у", 


равенство (3) доставитъ слъдующія 2 условія для того, чтобы 
F была полною производною: 


qA+D) dB, ФЕ _ dE “ 
er de + фуз =0, —— a —C=). (9) 
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Слъдовательно, въ случаяхъ т=--1, т=—1 необходимы 
только 2 условія для того, чтобы Ё была полною произ- 
водною. 

Замфтимъ однакоже, что если бы для т=1, или т=—1, 
3 условія (4) были удовлетворены, то & fortiori оба условія 
(8) или (9) были бы удовлетворены и слЪд. Ё была бы пол- 
ною производною. 

Это замфчан!е для насъ очень важно, ибо случаи т=1. 
т——1, доставятъ намъ наиболЪе интересные результаты. 

Доказавъ общимъ путемъ необходимость условій (4) для 
Мт функцій (7=/2, у, у), удовлетворяющей ра- 
венству ЕЕ ‚ допустимъ теперь, что условія эти удовле- 
творены и разыщемъ U= [Вах по какому-нибудь общему 
способу. 

Мы воспользуемся для этого способомъ, предложеннымъ 
Бертраномъ въ 14-омъ TOMB журнала Ліувилля. 

По этому способу приводимъ Fdx къ виду: Р4 = Ріг + (ау. 
гд%: P=A+ Ву + ("+ у", О=Еу" 

и интегрируемъ членъ Qdy', какъ диФФеренціальное выра- 
жене съ одной перемвнной у’; tiger 


U= { Qdy= ву 0" +44. 


ЗатЪмъ беремъ полный дихФеренщалъ-отъ U, п0 2: 


40. = (= ДЕ ye — 


dE т-+1 m-1. 0 
т ат * ау У.Ф Ву у dee 


LS 
m 
и вычитаемъ dU, изъ dU=Fdz, принимая въ расчетъ 2-ое и 
3-е изъ условий (4); будемъ имъть: 40—40, =Аах + Вау. 

Это же послЪднее выраженіе Айг + В4у на основан 1-го 
изъ условій (4) есть точный диФоеренціалъ и интегрируя его 
имЂемъ: 


U-—U,= [Ade = ва) + a, 
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откуда посредетвомъ выше найденнаго выраженія для (/, 
находимъ: 


U= ee Jide + Bay) + Ё у +2 


(ryb a=a,+a,) т.е. Формулу тождественную съ (5). 

Займемся теперь доказательствомъ высказанной нами 
теоремы (стр. 3). 

Пусть въ уравнении (A), или что то же /=0, Функція F не 
удовлетворяетъ условіямъ (4) и слЪд. не будетъ полною 
производною, то представляется вопросъ: нельзя-ли найти 
множитель № Функцію хи у такъ, чтобы МЕ удовлетворяла 
условіямъ (4)? Эта тункція Ми ет интегрирующимъ 
множителемъ уравненія K=O. 

Мы имЂемъ: 


 МЕ-МА+ МВу- МСу" + Мр" + MEy"™y" 


а потому. чтобы MF была полною производною, Функція J, 
на основанти (4). должна удовлетворять системЪ слъдующихъ 
3-хъ уравнений: 


МА) _ (MB) _,, а: МЕ) _ „МС 0, d( ME) 


ay 2 = ie —mMD=0, 


которыя мы напишемъ слъдующимъ образомъ: 


‘аа 48, 4199 М _ 
ты В 


109 М | 
41091 Р а. mC + ЕЧИМ 


(10) 


dE dloyM 
ay MD + Ё dy ==0 
Функція М должна удовлетворять совместно этимъ 3-мъ. 
уравненіямъ. 
Опредвливъ изъ 2-го и 3-го производныя log Ml по хи у, 


получимъ. 


dlogM _1 ‚ dE) dlogM 
dx зн , dy 


i dE 
т =р(®0— р (11) 
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Ясно, что для существованія хункщи М, удовлетворяющей 
2=мъ уравненямъ (11), необходимо, чтобы 


а тС 4 (dE 4 тр а dk, 
5 (в) а) а eae 


dx | dy | 
Е Е ) 
С р 
что сводится на (2) = (т). Я (19) 
dy йл 
Далђе, внося выраженія (11) въ 1-0e изъ уравненій (10) 
находимъ: 
dA ЯВ А dE y dE 
+ (MD a) 2 (т iC— <)=0 


что можетъ быть написано такъ: 


а (лена 
2 | С BR 2 . ———— — . 
или: 


(5) —(+) +m Fe =0. (13) 


Итакъ, мы доказали, что для существованія множителя М 
необходимы 2 уеловя (12) и (13). 


Наоборотъ, если (12) и (13) имъютъ мЪето, то множитель 
М сейчасъ же можетъ быть опредћленъ, ибо изъ (11) имъемъ 


откуда на основаніи условія (12) выводимъ 


fog (ME) =m IG {i+ 2 dy) и слЪдовательно: 
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Зная такимъ образомъ интегрирующій множитель М, мо- 
жемъ найти Г MFdz. 
Въ самомъ дЪлЪ по Формулъ (5) имъемъ: 


‚ J МЕ = = [M(Ada+ Вау) ге = у" = а, ибо MF=0. 


Это caba. и будетъ первый интегралъ уравненія =O, 
предполагая, что коэФФиціенты К удовлетворяютъ уело- 
віямъ (12) и (13); итакъ наша основная теорема (стр. 3), 
доказана. 

Изъ самаго доказательства этой теоремы слфдуетъ, что 
уравненіе (A), при всякомъ и, отличномъ OTD +1 HOTS --1, 
можетъ имЪть интегрирующій множитель HM, не зависящій отъ у 
только при существовани условій (В) и (С). 

Интересно обратить еще вниманіе на слъдующее обстоя- 
тельство: въ уравненіи (А) всегда можно разсматривать 
коэФФиціентъ Ё при у"! у” равнымъ единиц, ибо въ про- 
тивномъ случаЪ достаточно было бы раздълить все уравне- 
nie на Ё; между тъмъ условія интегральности Функціи: 

Е=А-+ Ву + Су" утту, 
на основаніи (4), будутъ: = © (2-0, D=0. 

Изъ этого видно, что если бы мы положили A priori Е=1 
въ уравненіи (А), то мы не могли бы доказать нашей 
теоремы относительно интегрирующаго .множителя этого 
` уравненія. 

2. Если будетъ дано диФференціальное уравненіе вида (A) 
(стр. 3), то говоря вообще, оно будетъ рЪдко удовлетворять 
условіямъ (В)~ и (С), предписываемымъ нашей теоремой, 
тъмъ не менће можетъ случиться, что условія эти удовле- 
творяютея и тогда интеграція даннаго уравненія сводится 
непосредственно на квадратуры. 

Пояснимъ это нЪкоторыми прим%рами. 
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Сравнивая уравненіе: 


(8 1) уча ууу ў 


-6 


ъ (A), имфемъ: 
m2, A=o(r), В=0, С=9 - 9, р=-—1, Е=9(2—0). 


Подставляя эти значенія коэфФфищентовъ въ условия (В) и(0), 
находимъ: 


29 


0 1 2—9 id ro deed 
2°) а) ep 5) за 5) Ель 


т.е оба условія тождественно удовлетворены, а потому мы 
увБрены, что интеграція уравненія (1) совершится посред- 
ствомъ квадратуръ. 

Интегрирующій множитель этого уравненія, по Формулћ 
(D), (стр. 3), напишется такъ: 

М = —= 2P 
7—1 

гд: 


1 [Г 92— d У dy 
Pang | (Fat а-а) т Ss 192. Рата 


Слъд. М=а2; таковъ интегрирующій множитель урав- 
ненія (1). За тъмъ по Формулъ (Е) имфемъ первый инте- 
гралъ: 

, 1 
Ја) (уђу. 


Для втораго npumbpa возьмемъ дихференщальное уравневіе: 


~ 


(Р тина = yyy + yy yy" (2) 
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== |Z == 
ryb: 


m=2 Ааа, Ву“ ги y+ yy), C=; 9—9, Е=9 


и оба условія (В; и (С) удовлетворены. 


у 
Интегрирующій множитель уравненія (2) есть: M=e*", a 


первый интегралъ 


"4 +y' +у yt 
( “t+ry2)e ба [з dy+e y*=4, 
oo . 


ИЛИ. 


ВИ 


Займемся еще однимъ болЪе сложнымъ дифФеренціальнымъ 
уравненіемъ, а именно: 


4 2 
214241) ay(da®+1)  3a?(3a+1 1 в 
аст eet Sate he or tees + 
у ; ‘ ме 1 (3 


` 
oe 


+—у ву 21; 
Здъсь: 


23 а цаз +1) ау! 3a2+1) , 35321) 


Sai) За № а ay вет ene 


(а) 7, Е. 
Внося эти значенія коэфоищентовъ въ условія (В) и (С), 
мы увидимъ, что оба условя удовлетворяются, а потому 


уравненіе (3) можетъ быть проинтегрировано посредствомъ 
квадратуръ. 
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0 ped 


По Формулъ (0) имћемъ сльдующее выражен!е для инте- 
‘‹грирующаго множителя этого уравненія 


a 


р | 2 маа) 042—1 


M (И) 


| 
$ - 
of 


За тъмъ по Формул% (Е) имъемъ первый интегралъ: 
| У WBdy + || (A) dor ME yl а 
' 0 


гдЪ (MA), изображаетъ результатъ подстановленія у=0 въ 
МА; вставляя сюда вмЪсто М, А, В, Е ихъ значені я, получимъ 


э (2-1 2 2 
Зот" tT рем a у 


Оба интеграла, входящіе въ лЪвую часть этого равенства, 
могутъ быть представлены въ конечной Форм%. 
Для разысканія 1-го, мы воспользуемся Формулой: 


г. т 


ГДЪ а есть какая угодно величина независящая отъ у. 


2 (2—1 
Полагая въ этой Формул%: 0302), найдемъ: 


1 he HS) +=), у 2) х 
0 


a! акы [= =1 - паста +E aaa 
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Что касается до.2-го интеграла, то онъ будучи интегра- 
ломъ раціональной дроби не можетъ представить никакихъ 


: 2 
затруднен. Разлагая ЕЕ на частныя дроби. найдемъ: 


с ЕТ БРОК МИ 
2—1 9—1 511413 


елЪд. 
(OO Tile eel ае: ены Q(9—t® 2 
28—18 #2418 (2—1 12—12 (a2—1)2 


` 


Если внесемъ найденныя выраженія интеграловъ въ (4 
то получимъ первый интегралъ уравненія (3) въ слЪдую- 


щемъ вид%ћ: 


әјә 


2 у Зт =. 
РЕ ects у =* 


Перейдемъ теперь къ раземотрънію одного общаго ел%д- 


cTBia нашей теоремы. 
Пусть въ уравнеши (A) т = тт”, т. е. мы предполагаемъ 


показатель т разбитымъ на 2 множителя т' и т”. 
При этомъ условія (В) и (С) могутъ быть написаны слЪ- 


дующимъ образомъ: 


А) оао Bam) т. 
dy dx 
Cr) «т 
dy “dx 


Разематривая условія, написанныя въ такомъ видЪ, мы 
приходимъ къ заключенію, что если уравненіе (А)“интегри- 


2 
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a 
руется по нашей теорем для какого нибудь опредъленнаго 


значенія показателя т, то оно будетъ интегрироваться | 
и для показателя 7’, если измЪнить въ немъ коэффищенты 


Си р въ т'С и т". 
Интегрирующій множитель уравненія: 
a 2 By! ыы т” Су" ae т” ут" -- Ву" =. (0) 


остается тотъ же, какъ и для (4), т. е. онъ будетъ: 


1 тр 


Ме", од р (5а ay) | (2) 


и первый интегралъ уравненія есть: 


ude + Вау) т ий. (3) 
Напр. если уравненіе 


РА 
А + Ву’ 01 + у 


2. Р. 

ВТ у" =). тв mee. 
q 

интегрируется, то полагая т'=р, т”, заключимъ по преды - 

дущему, что и уравненіе: 


` 


СИ рр А 
A BY у ў у ЕУ y"=0 


тоже интегрируется. 


Равнымъ образомъ полагая: m= sm! =, получимъ еще 
интегрируемое уравнен!е:- 


а орт 91 
А+Ву+ 5 (Cy ру” уни? 
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Если положимь въ уравненіи (1) т'= — т, то т”=—1 и 
оно приметъ видъ: 


A+ Ву’ Cy! "— Dy"! + Буту). 00 


Интегрирующій множитель этого уравненія имЪетъ выра- 
женіе (2), а первый интегралъ по (3) будетъ: 


[мда + Вар — МЕ у-"=а. (5) 


т 


Умноживъ обЪ части уравнения (4) на —y'""' и измЪнивЪ въ 
немъ Аи В въ —Аи —B, получимъ: 


дут + Ву" + Су + Dy — Ey’ = 0. (6) 


Интегрирующій множитель этого поел%дняго уравненія 
будетъ: Е 


№= Мут"), гдь М имъетъ прежнее значеніе (2). (7) 


Первый интегралъ уравневія (6) получимъ изъ (5), если 
замфетимъ въ немъ А и В черезь —А и — В; измЪняя при 
этомъ произвольную постоянную а въ —а,будемъ имЪть: 


JM Ada + Bdy) + Е у а. (8) 


Итакъ, если коэффищенты уравнения (6) удовлетворяютъ 
2-мъ условіямъ (В) и (С), то оно интегрируетея; его инте- 
грирующій _ множитель и первый интегралъ опредфляются 
по Формуламъ (7) и (8). 

Возвращаемся еще къ уравненію (1) и полатаемъ въ 
немъ т’ = 1; то т’ = т, и мы такимъ образомъ получимъ: 


А+(В+тСу + тру? + Ey' =0. ги 90 
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Если въ этомъ уравненіи величины A, В, С; Duk 
удовлетворяютъ условіямъ (В) и (С), то его интегрирующій 
множитель будетъ опять имфть выраженіе (2), а первый 
интегралъ по (3) будетъ: 


‘[U(Ada + Вау) + МЕу = а. 
Точно также полагая въ (1) т’ = — 1, причемъ т” = — т, 
найдемъ, что если въ уравненіи: 


(A—mD) у? + By— тСу+ Еу = 0 (10) 


величины А, 0, В, С, Е, удовлетворяютъ 2-мъ услЛовіямъ | 
(В) и (С), то интегрирующій множитель и первый инте- 
гралъ уравненія (10) опредълятся по слђдующимъ хормуламъ: 


№= №, тдъ М имъетъ значеніе (2), 


fu Adx + Bdy)—MEy'= а. 


Обращая вниманіе Ha выраженія интегрирующихъ мно- 
жителей и первыхъ интеграловъ уравненій (9) и (10), мы 
видимъ, что они содержатъ въ себЪ части В и mC коэфеи- 
щента (В--тС) въ уравненіи (9) и части Аи mD БОоЭФФИ- 
шента A—mD въ уравненіи (10). Изъ этого слЪдуетъ, что 
здЪсь интеграція уравненій (9) и (10), удовлетворяющихъ 
условіямъ (В) и (С), совершается путемъ особеннымъ и 
существенно отличающимся отъ того, по которому интегри- 
руются уравненія, удовлетворяющія условіямъ (В) и (С), 
при какомъ-нибудь показатель т не равномъ ==1. 

Считаемъ не лишнимъ сдълать еще слЬдующее зам%чаніе 
относительно уравненія (1): мы видЪли, что это уравнеше 
обладаетъ свойствомъ быть интегрируемымъ одновременно 
съ уравненіемъ (4) и имЪть съ нимъ одинъ и. тотъ же 
интегрирующій множитель (2); но очевидно, что”если бы 
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условіе (В) было удовлетворено независимо отъ показателя 
т, то и всъ уравненія получаемыя изъ (А) приписываніемъ 
т какого-нибудь частнаго значенія были бы тоже интегри- 
руемы, при чемъ для различныхъ значеній т интегрирую- 
ше множители, какъ видно изъ (2), будутъ также различны. 

4. Результатъ, выведенный въ послЪднемъ параграф для 
уравнения (6), можетъ быть также полученъ по общему на- 
чалу перемъны перемфнной независимой въ дихфхеренщаль- 
номъ уравненіи 2-го порядка, объясненіемъ котораго мы 
теперь и займемся. 

Пусть дано уравненіе: 


Ег, уу, у’) =0, | (1) 


интегрирующій множитель этого уравненя пусть будетъ: 


М = (=, у, У ), (2) 


а первый интегралъ: А 
Га, уу) а | (3) 
такъ, что: be 
Е OF 

Ре в (4) 


Возьмемъ Bb данномъ.дихференщшальномъ уравненіи (1) у 
за перемънную независимую и будемъ · разсматривать 2, 
какъ искомую Функцію у-ка; т. е. мы, такъ сказать. за- 
ставляемъ 2 и у перемънить ихъ роли въ уравненіи (1). 

Означимъ черезъ 2’, x” производныя = по у, то: 

yaar, _ (5) 


d 
= ao dy” Tn? 89 Да, OY a g/t и слЪдовательно: 


y" = — 17-3 а". (6) 
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Если замъстимъ въ (1) производныя у по 2.ихъ выраже- 
ніями въ производныхъ = по у, то оно приметъ видъ: 


Fia,*y, 2'-1, = 70775 oy, 
что мы, для краткости, изобразимъ черезъ: 


В = 0, (7) 
rab Fy означаетъ результатъ подстановленія въ / вместо 
у пу’ ихъ выраженій (5) и (6) и «лд. уравненіе (7) есть 
то, во что переходитъ уравненіе (1), когда въ немъ у будетъ 
принято за перемънную независимую. 

ЗамЪщая въ (3) у его выраженіемъ изъ (5) будемъ имфть: 


Қа, у, 2'—1) = ү, = 0. 


Это есть отношеніе между у, =, 2 и а, одновременно 
существующее съ (7), и слЪд. первый интегралъ этого 
уравненія. 

Покажемъ теперь какимъ образомъ изъ интегрирующаго 
множителя М уравненія (1) получается интегрирующий мно- 
житель № уравненія (7), т. е. Функція у, 2 их, удовле- 
творяющая. равенству: 


МР, = ый (8) 


Съ этою цвлію замфщаемъ въ обЪихъ частяхъ (4) у иу’ 
ихъ выраженіями изъ (5) и (6) и результатъ этого замъще- 
Hid пишемъ слъдующимъ образомъ: 


yh, = (4) нен | (9) 


‘у 


Здъеь: 


df 4 , of Г от 
Ages < ад dy! tay Й 
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и слБдовательно: 
d/ 

a), 


Съ другой стороны, развертывая первую часть равенства 
(8), получимъ: 


(1) +077 (в). 00) 


df, . 4.’ dy df, 


dy dy * dx +7" 


4 
rps = есть частная производная по 2’ отъ результата под- 


становленія 2’' вм%сто у Bb /, и какъ 42’ входитъ въ |, 
только посредствомъ у ==2' |, то: 


df, «агу da’) df 
т (а (у) 


dy", 


Кром% того нетрудно понять, что: 


a Rel Д 5 

dy dy’, dx ат), 

ибо результатъ подстановленія у’=х’" въ частныя произ- 

водныя / по у или © остается одинъ и TOTS же, будетъ ли 

это подстановлеше седЪлано до дифФференцированія или посл%. 
Въ силу всвхъ этихъ замъчаній можемъ написать: 


df, (а af ару: 
аа) (а) 2 (а) 


Сравнивая это равенство съ (10), мы приходимъ къ сл%- 
дующему тождеству: 


и) aaa ми) 
у 
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_ Повфримъ это тождество на частномь примфрЪ, пусть: 


Г, у, У) = ауу, 
то: < 4 ў 


9 р 
.- У ay уу” 
и елд. 
ш) = уж’ + va! — ya! 34”. 
Съ другой стороны: 
[у = гут’! 


9/, 
dy 


= та! y— тут - 31" 


а! ы. 27 —1— тиа! 21" 
dy ae у , 


т. е. мы ABUCTBUTCILHO видимъ тождественность выраженій: 


Sy 2 dfy 


on m1). 
da’, А. ау ` 


На основан!и тождества (11) равенства (8) и (9) достав- 
ляютъ намъ: 
Ф, Ру =” INF, 
откуда: 
№= 2%, = М,. (12) 


Таково выраженіе интегрирующаго множителя урав- 
ненія (7). ; 

Изъ всего сказаннаго мы видимъ, что перемна перем%н- 
ной независимой (2 въ у) есть весьма удобное средство для 
полученія интегрирующаго множителя и перваго интеграла 
уравненія А,=0, если они будутъ извЪетны для уравненія 
F=0, при чемъ, говоря вообще, уравненіе Ё,=0 будетъ 
другаго вида, нежели данное уравненіе F=0. 
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Подобныя же соображенія. могутъ быть примфнены и къ 
дихФеренщальнымъ уравненіямъ высшихъ порядковъ, но что 
касается диФференціальныхъ уравненій 1-го порядка, то въ 
нихъ перемъна перемънной независимой х въ у ничего но- 
ваго не можемъ доставить, ибо Bch такія уравневя приво- 
дятся къ виду: 


Рах + Qdy=0, (Р и О оункціи « и у), 


изъ котораго слЪдуетъ, что можно принять за перемнную 
независимую какую угодно изъ 2-хъ перемънныхъ = или у 
и при этомъ данное уравненіе сохраняетъ одинъ и тотъ же 
ВИДЪ. 

Если въ нашемъ общемъ уравненіи (A), т. е. въ урав- 
неніи: 


Ре А+ Ву +0y"+ Dy'+ Буту", 
примемъ у за перемънную независимую, то получимъ: 
Fy= A+ Ba’ + Ca'™ + Da" Ее "м0. (13) 
Интегрирующ множитель М уравненія (A), удовлетво- 
ряющаго условіямъ (В) и (С), какъ видно изъ Формулы (Л), 
не зависитъ отъ у’. 
Значитъ М, = М и по Формул (12) интегрирующій множи: 
тель уравненія (13) есть №, =2`М. 
Умноживъ 06% части (13) на 2”"”?, получимъ уравнение: 
Ад" + Ba!™*! + Са + Da! — Ex'’=0, (14) 
интегрирующій множитель котораго будетъ: 


Now М ("0 Ma, (15) 


Первый интегралъ уравненія (14) получится изъ Фор- 
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мулы (Е), (стр 3) черезъ замъщеніе у’ над и слъд. онъ 
будетъ: 


ЈИ (А+ Вар) + Ё a = a. (16) 


Такимъ образомъ интегрирующій множитель и первый 
интегралъ уравненія (14), удовлетворяющаго условіямъ 
(В) и (С), опредфляются по Формуламъ (15) и (16). 

Не трудно видъть, что этотъ результатъ отличается OTS 
того, который былъ выведенъ въ $ 3, (стр. 18), для уравне- 
нія 6, ($ 3), только тъмъ, что здЪеь принята буквах. для 
означенія главной перемЪнной, y— для перемънной незави- 
симой и переставлены буквы A и В, Си D. 

5. ИзелБдуемъ теперь различные случаи, въ которыхъ 
условія (В) и (С) могутъ быть удовлетворены. 

Прежде всего замъчаемъ, что если А=0, В = 0, то условіе 
(В) сводится на тождество 0= 0. Уравненіе (А) принимаетъ 
въ этомъ случа%ф видъ: 


Су" + рут + Еу"1у"=0, 


и если положить въ этомъ послЬднемъ уравненіи т = 1, 
оно не будетъ менфе общее, ибо это вее равно, что сокра- 
тить его на у” 1. 

Итакъ имЂемъ уравненіе: 


Cy’ + Dy® + Еу 0, (1). 


арс агр 
удовлетворяющее условію (В), а потому, если: iE Е)= = (ze) 6 


то уравненіе (1) интегрируется; его интеғгрирующій множи- 
тель по Формулв (2) есть: 


ч 
ee 
ҮТ „Гез 4) Су yee 
(тА Е % 
№ awd 


6 „55 
ӨМ, Уи е 
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== 90: — 


и первый интегралъ: 


z ее + ау) 


|. =a (по oopmyab (E)). 


a 


f= f(a), $ = Еу), то получаетёя уравненіе: 


f(a)y’ + Fly)y™ +0" = 0 
его интегрирующій множитель будетъ: 
Maced 94+ S Fly) ay 
a первый интегралъ по (2) есть: 


— Лог адау 


у =ae .е 


(2) 


(4) 


Уравненіе (3) было проинтегрировано Ліувиллемъ по спо- 


собу измЪненія произвольной постоянной (*). 


Посл того Остроградскій, въ одномъ изъ своихъ писемъ 
къ московскому профессору Брашману (**), замтилъ, что 
уравненіе Ліувилля, будучи раздЪлено на у', тотчасъ дълается 


интегрируемымъ. 


Теперь же видно, что это уравненіе есть частный случай 
уравненія (1), удовлетворяющаго условію (В), и интегри- 
руемость котораго есть непосредственное слЪдстве нашей 


теоремы. 


Если въ (3) /(2)=0, то оно переходитъ въ уравненіе: 


Еру + у" = 0, 


(*) Journal de Mathématiques, 1-ére série, 1. ҮП р. 134. 
(**) 1-ой tomb Московскаго Математическаго Сборвика. 
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(6) 


pe 


интегрирующій множитель и первый интегралъ котораго 
будутъ: 


и «Лау | РО 


6. Уравненіе (6) послЪдняго параграха получается изъ болЪе 
общаго уравненія: 
Еру" + у" =0 (1) 


для значенія показателя #=2. 
Сравнивая (1) съ уравненіемъ (6) $ 3, мы замфчаемъ, что 
это сравненіе можетъ быть сдЪлано 2-мя способами, а именно: 


1 п=т-1, A=F(y), B=C=D=—0, Е=—1 
2° n=m+2, A=C=D=0, B=Fiy), Е= –1. 


Первый способъ сравненія не даетъ ничего полезнаго, ибо 
посредствомъ его мы не удовлетворимъ условію (В); напро- 
тивъ 2-й способъ позволяетъ удовлетворить обоимъ условіямъ 
(В) и (С). 

Слъд. уравненіе (1) интегрируется по хормуламъ (7) и 
(8) $ 3, но исключая случай 2=2, который былъ раземотрънъ 
въ послЪднемъ параграФъ, ибо т отлично отъ нуля и изъ 
n=m+2 видно, что здЪсь т отлично отъ 2. 

Итакъ интегрирующій множитель уравненія (1) есть: 


№ = у'—(%-0) 


а первый интегралъ будетъ: 


JF Ot ee разы 
(y) dy ~ 5-9. 


Отсюда выводимъ: 


= (п — 2) Руа (rab 2 написано BM. =(n—2)a) 
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Багу 
Далъе: 


yl tal (n—2) [Ey dy-+a | 
гдв © означаетъ какой нибудь корень двучленнаго YpaBHeHia 
—"72..-1==0, отличный отъ 1, ислЬд. o* какой нибудь другой 
корень того же уравненія. 
_ Если въ послвднемъ уравненіи раздълимъ перем%нныя и 
проинтегрируемъ потомъ въ обфихъ частяхъ; то получимъ: 


1 


— 


0—0 Л (n—2) є ауа, 


Сообщая здфеь показателю .различныя значенія отъ 0 до 
п—3 и перемножа я BCH полученныя такимъ образомъ ра- 
венства, мы будемъ имфть полный интегралъ уравненія (1) 
въ слфдующей Форм%: 


k=n—3 1 
Е Дт Л (п— прин јен 


Ясно, что уравненіе: / (у) +у"=0 есть частный случай 
уравненія (1). Его интегрирующій множитель будетъ: N= у 

т. Если A=B и C=D, то наши условія (В) ‘и (С) перей- 
дутъ въ: 


Эти уравненія въ частныхъ производныхъ, будучи проин- 
тегрированы, доставляютъ . 


{= =/(e+y), Fa Hoty) 


ryb [их кавя угодно Функціи. 
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== 
Подставляя эти значенія А=В ё C=D въ уравненіе (А) 
получимъ: 


Гау Пн) (1) ут 010, 1 


Интегрирующій множитель этого уравненія будетъ: 


т at+ty)dir+ 
бд fr y У 


а первый интегралъ: 4 
М т Јеа+ уау т f (2+0) 4024-0) 
[паче dia+y) +e eae 
. ; \ т ‘ 


Положимъ: 2+0=2, то: Туя, 727—1, "==", и уравне- 
Hie ( 1) напишемъ такъ: 


(=) ='- 2 5)5'(5' – 1)%4 (2—1) "1270, а) 


интегрирующій множитель: 


т |e(s)ds 
M=e Л 


первый интегралъ: 


rm ‚Геза т [pads 
| е f{(s)dz+e 2—1)" (8) 
т 


=a. 


Этотъ интегралъ уравненія (2) можетъ быть также полу- 

ченъ съ помощью Бернулліева уравненія. Для этого стоитъ 
2 

только положить: (2'—1)"=2,, тогда: (2'—1)"-12” i сдЪлавъ 


эти замЪщенія во (2) и умноживъ потомъ все уравненіе 

на mdz, мы получимъ дифФеренціальное уравненіе 1-го 

порядка. к 
m[f\s)+9(2)s,\dz+dz;—=0 (4) 
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== 9% = 


А 


имъющее видъ уравненія Бернулли, въ которомъ главная 
перем$нная :,, и слЪд. интегрирующій множитель этого 


т Jee jdz 


уравненія будетъ е ; замъстивъ въ интеграл% урав- 
ненія (4) 2, черезъ (2'—1)*, мы получимъ отношеніе (3) для 


перваго интеграла уравненія (2). 


Но уравненіе (2), къ которому мы были приведены изелћ- 


дованіемъ условій (В) и (С), въ случаБ А= В, (= р доста- 
витъ намъ интересные результаты для т= +1 и т=—1. 


Для т=1 уравненіе (2) перейдетъ въ: 


ааа, 


или: 
р f(z) nf 
ад "1+ 00 +" 
Означимъ: 
– а ‚ то: f(s}\=—P(z)[p(s)—1] 


и тогда наше уравненіе напишется слъдующимъ образомъ: 


$(з)з'[2'—4(5)]+"=0. 


Его интегрирующій множитель есть: 


felsias 


М=е 


а первый интегралъ по (3): 


йз Ф(2)4 
е; АР арра OF уа 


a, 


или (замЪчая что: 


(5) 


FE foo ayes ood MM 
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ee 

Для m=—1 уравненіе (2) будетъ: 
ДО ый их Жо ; 
умножая это уравненіе на (2’—1)*, получимъ: 


(=) ='('—1)2+$(=)3'(3'—1)+5”=0. 


Интегрирующій множитель послЪдняго уравненія есть: 


2 [еза 
Хе J ve “lt. 


Предъидущее уравненіе можетъ быть написано такъ: 


Па) 000 [1+ FE gor, 


‚ Назовемъ: 
1— Иа), то: —ф(2)=/(2)[0()—1] 
и наше ypaBHeHie приметъ видъ: 
Га) 27 (27—1)[2'—0(2)]+2"=0. 


Интегрирующій множитель этого уравненія есть: 


Ја) 14 


№е (3’—1)-2, 


а первый интегралъ по (3) будетъ: 


04 02) 
обе ] "us Ааа) ‘Adz 


(2'—1)-1а. 


(6) 


(7) 


(8) 


Разсматривая Форму уравненій (5) и (6), мы приходимъ 
къ слъдующему заключен!ю: еслибы дано было для инте- 


грированія уравненіе вида: 


F(z,2’)+2"=0 


> 
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— a 


гдЪ Г whtaa Функція 2-й или 3-й степени въ 2 съ коэффи- 
ціентами зависящими отъ 3, то мы весьма легко узнали бы 
подходитъ ли это уравненіе подъ указанныя случаи инте- 
грируемости (5) или (6). г 

‚ Для этого стоило бы только убъдиться въ 1-омъ случа% 
(Е 2-й степени въ 2’) имфетъ ли F корень 2'=0, а во 2-мъ 
случаЪ (Е 3-й степени въ =/)—имЪетъ ли F корни 2/=0 и 2'=1.> 

Напр. пусть дано уравненіе: 


1[525'3—(252-+-1)5'2+ (22-1) |+ 35"=0, (9) 


rab п” величина постоянная. г 
Прежде всего дълимъ объ части уравненія на =, чтобы 
сдълать коэффищентъ при 2” равнымъ единиц%, и получаемъ: 


п[22'8—(924-271)2'84-(24-27—1)27]-62”—)0. (1%) 
Здъсь: 

п[533—(95-45—1)5'2+(=+2 12 ==Ё 3,2) 
Эта Функція Ё имЗетъ оба корня з'=), 2/=1 и слЪд. данное 


уравненіе интегрируется. 
Дзлимъ теперь F(z,3‘) на 2/(2'—1) и находимъ въ частномъ: 


F(z,3') 
a = n' 55’ — 3 — 51); 

3'.3'—1) я 

Приравниваемъ это частное нулю: 22'—2—2 !=0 и выводимъ 


at gt@44 А 
отсюда значеніе 2'= ———— 54: = вслЪдетв!е чего: 


2н) 


5 


Е(2,2')=п22' (2—1 i( sls 


а потому Bb настоящемъ случа: 


Каунти, 9251, 
з 


, 
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Barbus составляем интегрирующ ‘множитель’ уравненія 
(10) по хормузВ (7): 
Ин Аааа 
=) 1 в, аа) - 0], е =" 


т. е. интегрирующій множитель (10) есть 2"*(2' –1)-* и слЪд. 
для уравненія (9) онъ будетъ: 


N==s"-1(z/—1)72, 


Первый интегралъ уравнения (9) по eopmyah (6) будетъ: 
п "маза, или: nz®—(n-+ 9)(5'—1)-1==а3-". 
8. Условямъ (В) и (С) можно удовлетворить еще слъдую- 


щимъ образомъ: 
Допустимъ одновременное существованіе 4-хъ равенствъ: 


А06, ВЕ, aq) = (2) (2) = #9) (1) 
dy de. dy йт 


гдВ р есть нћкоторая Функція 2 и у, то оба условія (В) и (С) 
будутъ удовлетворены и видъ Функціи р опредълить не 
трудно. 

Для этого подставляемъ въ 3-е изъ равенетвъ (1) вмЪсто 
Аи В ихъ выраженія изъ первыхъ 2-хъ равенствъ и полу- 
чаемъ;  / у 


Это уравненіе (и служитъ для опредъленія р; оно, какъ 
видимъ, есть линейное уравненіе Bb частныхъ производныхъ 


od 3 
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=e 


1-го порядка; слвдовательно для ръшенія его нужно инте- 
грировать слёдующую систему диххеренщальныхъ уравне- 
ній 1-го порядка: 


гд Ё и < связаны условіемъ: г (+)= 32 (3. 


Интегрируя уравненіе: 


dz dy © ДЕ 
ty ИЛИ Boat в = А 
г (т) 


лЪвая часть котораго въ силу предъидущаго условія есть 
точный диФФеренціалъ, находимъ: 


Леа) 


Затъмъ изъ dp=0 имћемъ р=В. 
ЗдЪеь одна изъ постоянныхъ есть произвольная Функ- 
ція другой; пусть: 2= Ко), то 


УДА р 
Е | (+3744) | 
Таковъ видъ Функціи р. . 
Если теперь подставимъ въ наше общее уравненіе (A) 


вмъсто коэфФиціентовъ А, В ихъ значенія изъ (1), то OHO 
приметъ видъ: 


coon Евн), ЕР) 


Интегрирующій множитель этого уравненія есть: 


"в +2 dy) 
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=i §5-— 
a первый интегралъ: 


fur (аа сас + day) + ME yma 


С 
Если =) = (y), TO мы пөлучаемъ, какъ частный 


случай, слъдующій результатъ: 
Уравненіе 


[еа + ии] { A fede + f Кв | нуно 09) 
интегрируется; его интегрирующій множитель есть: 


[за + | ау | (3) 


m 
ЗЕЯ 
а первый интегралъ: 
> fur (еда + Гааз ) [ ыас | + та 
Пусть напр. 


1 2 
рот, 900 = е, то Лема диету. 
Возьмемъ М 
0g (a 
F{log{ xy?) ]=е hae 


будемъ имзть уравненіе 


СЪ) учи 


которое по предъидущему должно интегрироваться. 
Интегрирующій множитель этого уравненія по (3) будетъ: 


аа е 
ey И: 2 а 
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— 36 — 


Первый интегралъ по (4) есть: 


Saget (S42 0) (2 рта 


или: - 
оу) (тау (m+ у" =. 


Положимъ теперь во (2) показатель т=1 и назовемъ для 
краткости 


feorder Гу). 


Будемъ umbrb слъдующій результатъ: уравненіе 
р(х) F(X) + (9) F(X) + теа) ]у А-ту ууу" =0. (5) 


интегрируется; его интегрирующій множитель есть: 


mX « ч Я 
M=e (cm. § 3) (6) 
и первый интегралъ: 
mX тХ 
fe F(X)dX+e уа. п (7) 


Равнымъ образомъ, полагая въ (2) т=р—1 и умноживъ 
коэФФиціенты при у" и у"! на —m, будемъ имфть урав- 
неніе 

{ФР (Х) — ту) 1+5 УЕКХуз—т? (уу 0. (8) 


Интегрирующій-множитель его будетъ: 


тХ р 9 
=: N=e "а. ( ) 
`и первый интегралъ: 


mX mX .. 
Г е ЕХах-е. ума. (10) 
. 
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Выведемъ нЪкоторыя слъдствія изъ послднихъ 2-хъ ре- 
зультатовъ. 
Положимъ 


Фу), Ху Т (аас: 


и введемъ въ (5) перемвнную = вм%Ъсто у. 
Мы имфемъ: 


у=: =f ріш), CUBR. уз’ – p(x), утв" (г); 
внося равныя-вм$ето-равныхъ въ (5), получаемъ уравненіе: 
?(2)Е(5)+[='—+(2)] [F(z)+m(x)]+m[s!'—9 (a) + 3"-—$' г =0. 


Раскрывая здЪсь скобки и дЪлая потомъ приведеніе; най- 
демъ: 
ms'2+-[ F(z)— тф(<)]з!'+3"—$'(х)=0. 
Назовемъ: 


—те(2)==0(2), TO ети) 
и уравненіе приметъ видъ: 
таить ба (at) 


его интегрирующий множитель по (6) есть 


ms 


=e 


(12) 


и первый интегралъ получится изъ (7) замщеніемъ Х наз 


иу на 2—9 ()=7+1 W(x), слЪд. этотъ интегралъ будетъ: 


f a РУ Е 002) {j= (13) 


При тъхъ же предположеніяхъ: у(у)=1. Х=у+ fr@da=s 
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уравненіе (3) переходитъ въ 

[p(a) F(s)—m)][s!—9 (22+ (3) [2’—9 («) B—m (2) (27 — 9 ()] +3" — $" (г). 

Если раскроемъ здЪсь скобки, сдёлаемъ приведеніє и 
расположимъ лЪвую часть по степенямъ 2, то получимъ 
слъдующее уравненіе: 
} Е(з)='3— [9% (a) F(z) +m }3'2+ 9(a)[F(s)p(x; т) +3!—9' (0)=0: 

Мы представимъ это уравненіе въ другомъ видЪ; съ этою 
цфлью ръшаемъ квадратное уравнение: 

Е(2)2'2—[29(2) F(s)+m)s'+9(x)[F (за) +т]=0 


относительно 2, находимъ: 


29 (0) F(s)-+my [29 a) F(z) +m? — 032) Е) +тФ(2) F(2)] 


"= 
J 2F(2) 
или: 
2910) Е) тат 
= 2F(z) 2 
т. е. имћемъ 2 корня: 
a'=$(2), ОЕ 


Это позволлетъ намъ написать предъидущее уравненіе въ 
слъдующемъ вид%: 


Е(2)2' 2—2) [= — (2) +=" (=) =0 (14) 


Интегрирующій множитель этого уравненія имЪетъ до- 
вольно простую Форму, а именно (по Формуль 9\ 


Nee ван я) 
Первый интегралъ уравненія (14) по (10) будетъ: 


ms m 
fe F(z)dz — е аа дм (16) 
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| ОРИ 
Если бы въ (14) $(1)=1, то уравненіе приняло бы видъ: 


т 


Е(2)2'(2'—1) [ 2) 


ео (17) 


который заключается въ уравнении (6) $7; стоитъ только поло- 
жить въ этомъ послЪднемъ уравненіи /(2)= Р(2', $(2)=1 +» Я 
то /(z)[¥(z) — 1] = т и по ФормулВ (7) $ 7 интегрирующій 


множитель уравненія (17) будетъ: 


mz 
N==e (z'/—1)72 


что совершенно согласно съ Формулой (15). 
Пусть теперь въ (14) F(z) и Ф(2) сводятся на величины 


постоянныя: 
Fiz", Фиша 


будемъ имЪть уравненіе: 
, тү’ 
2! (s'=a)( 5 ang tated 


Назовемъ а+ 0, то т=3(0—а) и такимъ образомъ для 


интегрирующаго множителя уравненія 
21 (2'—а) (2—0) 4270) (18) 


находимъ слЬдующее выраженіе: 


ТРЕ 
уы Е А, 1 (19 


N= 
Первый ннтегралъ уравненія (18) по ормул% (16) будетъ: 


№6—а)з 6. (6—а)5 
е dz—e (2/—a) 1=a ‚ (20) 


ну 
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— 
или совершая интеграцію самымъ дЪломъ: 


№(6—а)= 2. (6—а)5 
е — е 


—— —————— == 


b—a s/—a 


Допуская, что а и $ различны между собой, можемъ напи- 
сать ‘послЪднее равенство слфдующимъ образомъ: е 


Y(b—a)z 
e (z/—b)=a(s'—a) (21) 


Таковъ первый интегралъ уравненія (18). 
ИзвЪстно, что полная интеграція всякаго уравненія, вида 


Пета (22) 


совершается посредствомъ квадратуръ 
Для этого полагаемъ ;'=и; уравнене перейдетъ въ: 


к ац 
Разръшая это послъднее уравнеше относительно ебудемъ 
имЗть: 


U 
өш)“ 


(и) И СТВА. c= 
Подставивъ сюда вмЪето и ея значеше х, получимъ отно- 
шеніе между 2, * и а которое и будетъ первымъ интегра+ 
ломъ даннаго уравненія (22). Но найденный нами первый 
интегралъ (21) уравненія (18) предетавляетъ отношеніе между 
х, ти а, а не между г, 2 и а; это, слВдовательно, другой 
первый интегралъ уравненія (18), отличный отъ того, кото- 
рый можетъ быть полученъ по только что указанному 
способу. 
Далфе, съ помощью перваго интеграла (21) уравненія (18) 
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МЕРС" ЗЕН 


полный ‘интегралъ того. же уравненія можетъ быть. безъ 
затрудненій приведен къ Форм конечной и симметричной 
относительно аи Ё. 

Раздъляя перемънныя въ уравненіи (21), получимъ: 


000—0) а) \ 

е —@ 1—ае 
=) ищи: | | 
( Е " foes 


откуда: 


рай [а> а (9—05) а; 


8 b— ane а): аы 


Это ичесть полный интегралъ уравненія (18) 
Если положимъ здЪсь 


ри 5—9, то ap(a—b)e 24—56); =dy, 
или: 


dy 4 
—, велЪдствіе чего нашъ 


р (а — b)ydz =dy, откуда: dz= mas гра тт 


интегралъ при метъ ВИДЪ 


_ ((l—y)dy 
= рау) 


+a 


Черезъ разложеніе подъинтегральной дроби на частныя 
дроби находимъ: 


(I—yjdy a—be а а, a—b 
Fa Od tag BS ар OI cht тро 


‘ 


Олд. имЂемъ: 
а 


— аб =log(b—ay) + р1000+ 1099, = 107 С — ay) | 


(rab loga, написано вмЪсто о) 
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— РӘ 


Подставляя сюда вм%сто у его значеніе и зам%чая, что 
ogy 
а 5-4 можетъ быть заключено въ a,. будемъ: имЪть: 


— pas Ша – б) ]. 
уе (b - асе 1; 


если напишемъ здЪсь а, BMBCTO 2,0 и а BMBCTO—aaa, ипотомъ 
перейдемъ отъ логарпөмовъ къ числамъ, то получимъ полный 
интегралъ уравненія (18) въ слъдующей Форм%: 


— раз —Pbs —Pabe 
aye +ae =e 


которая, какъ видимъ, конечна и симметрична, относительно 
аи b> 
Если бы u=b, то имли бы уравненіе: 


№.3'(3'—а)? + 3"=0 


Его ивтегрирующій множитель по (19) будетъ: 
№(2'— а) 


а первый интегралъ по (20): 


2 —(2'—и) 1а 


послъ чего найдется и полный интеграль. 

9. Воспользуемся теперь способомъ перем вны перемвнной 
независимой, изложеннымъ въ $ 4 для полученія новыхъ слу- 
чаевъ интегрируемости изъ тЪхъ, которые мы нашли въ пре- 
дыдущемъ парагразЪ. 

Если въ уравненіи (11) ($ 8) примемъ = за перемънную 
независимую, а 2 за искомую Функцію 5, ТО: 071, 07—20 34” 
и уравнеше (11) приметъ сл5дуюций видъ: 


` 


та’ 2 (F(z) + 9(0)] 27 + ата, 
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ДРЕ Т ie 
Интегрирующій множитель этого уравненія (см. $ 4, ор- 


мула 12) будетъ: 2'е"* 
Умноживъ предыдущее уравненіе на 23, получимъ: 


‘ "3 
me! +(F(2)+6(2) e+e) 20. (1) 


Интегрирующій множитель этого послЪдняго уравненія 
будетъ: 
Хе! ет? 


первый интегралъ получится. замъщенемъ 2’ чрезъ 2! въ 
ФормулБ (13) $8, и слъд. онъ будетъ: $ 


Т ет F(z) dz + е® ( all 4 10 (x) = А 


Если умножимъ уравненіе (1) на —1, замЪстимъ потомъ 
т, Е (2) и 0 (2) черезъ— т, — (z),—6(x) и переставимъ буквы 
ди 2, называя черезъ х перемЪнную независимую, а черезъ 
з главную перемЪнную, то получимъ слъдующій результатъ: 

У равненіе 

: Boe 
ma’ + [Е <) + 6(2)]22— = 0'(5) +2” =0 
интегрируется; его интегрирующій множитель есть 


N==s'—2¢-** 


и первый интегралъ этого. уравненя есть: 
[== (2) da — е7" ТО] =a 
in? 
Для 0 (2) =0 будемъ имЪть весьма простое уравненіе:, 


ms'+Fiar)s/2+ 270 Р '9) 
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jg 
интегрирующій множитель котораго по п редъидущему будетъ: 
Мн! т ет" 
а первый интеграл: 
Ге" (а) е7" 2! N= (3) 


Замфтимъ, что уравненіе (2) не можетъ быть проинте- 
грировано по Формуламъ даннымъ въ $ 5 для уравненій вида, 


С2' + 28+ Ез"—9 


ибо въ уравненіи (2): б=т, D=F(r), Е=1 и условіе 


ен 
не удовлетворено. 


Но первый интегралъ (3) уравненія (2) получается очень 
легко по’ способу `измћненія произвольной постоянной: въ 
самомъ дл», отбрасывая во (2) членъ Р(2)2%, имъемъ: 


ms! 4-70) 
откуда: 
2’=>ae—™* (4) 


Вносимъ это значене 2' во (2), разсматривая a, какъ иско- 
мую Функцію =, которую нужно опредвлить такъ, чтобы 
уравненіе (3) удовлетворялось; будемъ имЪть: 


аа da › 
оће 2" (а) к 7; =0, откуда: ae F(a) йт 


и СЛЬД. 4-1 т е" (а) ат +%,, гдЪ о ‚произвольная постоянная. 


Опредъливъ такимъ образомъ Функцію а, подставляемъ ея 
значеніе въ (4) или въ ze" =a !и получаемъ первый инте- 
гралъ уравнения (2): · 

271" = fom Faide+a, 
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po а 


что совершенно согласно съ интеграломъ (3), найденнымъ по 
способу интегрирующаго множителя. 

Возьмемъ еще уравненіе (14) $ 8 и будемъ въ немъ разсма- 
тривать 2, хакъ перемънную независимую, а =, какъ иско- 
мую Функцію 2; TO замЪщля въ немъ: 


д/а! 1, 5 е — 1731" 


получимъ уравненіе: 


я “> ir [ ря \ ш 31; oo 
F(z)a/-1 [a’-1—9(a)] [= 1-00 7 3a"— Ф 1а) =0 


интегрирующій множитель. котораго будетъ: 


w'e™[a!-1 (а) 


ГА 


Умноживъ предыдущее уравненіе на 2, получимъ: 


ma! 


Fiz) [1—a'?(a)) [I—2'F(@)— т] д"— (0 (5) 


Интегрирующій множитель этого уравненія будетъ: 
Мае" [07-1 р(а)]-а 


Уравненіе (5) мы напишемъ слЬдующимъ образомъ: 


наа — аа] [ка [а] 
F(z) 


1 


Положим здЪеь: > 


(а) Е ат Иа) 


аг В а 
Ф (2) = oz)? 70 (0) а 42)’ 2 (а 1) + #2 т) F(z)y (<) 


= 


вслъдствіе чего наше уравненіе, по умноженіи обзихъ частей 
на 4? (2), приметъ видъ · 


(x) F(z) 


[ка + туа) Лек] [= Рз) | 0а)" а (= (6) 
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Интегрирующій множитель послЪдняго уравненія будетъ: 


№273." [ea ral Y (2), или: №" [9 (2)—2] 72 


а первый интегралъ, аяц изъ Формулы (16) $8 зам%- 


щеніемъ 2’ на 2! и P(r) на — будетъ: 


Яя 


Ј а F(z)ds — «|1, == ial = а 


Если теперь переставимъ въ (6) буквы г из, т. е. назо- 
вемъ черезъ г перемвнную независимую, умножимъ уравне- 
не на —1 и измвнимъ F(z) ит въ —F(z) и —т, то полу- 
чимъ слБдуюциЙ результатъ: 

Уравненіе 


0021] [ У Е(а)у(х) 


[Е(2) +т% (2) [2'— — Ща) +тфіх) 


| [узи (7) 
интегрируется; интегрирующій множитель этого довольно 
сложнаго по видимому уравненія весьма простъ, именно: 


N==e-™*[')(z)—2']-4 


a первый интегралъ: 
[ве адг-е "т?! =) [4 ( (z\—z! =e 


"И такъ черезъ перемъну nepembanofi независимой мы по- 
лучимъ для уравненія (7) интегрирующій множитель и пер- 
вый интегралъ, зная ихъ выраженія для уравненія (14) $ 2, 
которое по своей Форм® существенно отличается отъ урав- 
ненія (7). 

10. Переходимъ къ раземотрћнію случаевъ. когда одинъ 
изъ коэФФиціентовъ В или А въ общемъ уравненіи (A) $ 1 
`равенъ нулю. 
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——41— 
Пусть B=0, то условіе (В) $ 1 сведется на 
А Ар (A D 
(в) + т =0, или (т) = — р 


dy dy 
откуда: 


TAB Ф(2) какая угодно Функція 2, a нижній предълъ ‘у, 
интегрированія по у произвольно выбранная постоянная 
величина. 
Таковъ долженъ быть видъ Функціи А для того, чтобы 
уравненіе 
Ж 4 Су" + рут+1 a Ey!™—1y"'=0 


могло интегрироваться по нашему способу. 
Значитъ, мы имъемъ слъдующее предложеніе: 
Уравненіе 


у 
—т [ Fay с 
. Yo 
Eo (ase + Су" + рут + Ву" = 0 (1) 
са", а (р 
удовлетворяющее услове а. (9) = (=) интегрируется. 


Его интегрирующій множитель есть 


Ме". (2) 


y ую 
3 TAB p= А (+ | (в), ae 


^а 


С : С 
| Ge изображаетъ результатъ подставленія уо вы. у Bb =| 


a первый интегралъ: 
J ет 
т | (+) dx 
2 Yo 
0 = 
Ева dr + рта (3) 
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_, 


Пусть напр. дано уравнене - 


х 


та?! yt н (4) 
(аж) уе (yp Руту р урт дуут" 17—4) 
Здъсь а 
В=0, C=—(y+paPy™!), D=—qa?*ty1, E=xy 
елд. с 
4/С\ агр рч ур 
бв) а) ати, Ји 


тару 
и какъ въ данномъ уравненіи А=$(4)ув , то оно по предъ- 
идущему интегрируется; интегрирующій множитель урав- 
ненія (4) есть: 


( - РФ 
=; М, rb r=—q [ Я вуду — | па 
ту vo prt 


И слфд. 
1 тару 
M= "ту е 
а первый интегралъ будетъ: 
dx 1 — mary , 
, Је 0) ж е У тд Я 


Полагая въ (1) т = — 1 и умноживъ все уравненіе на у?, 
будемъ им%ть: 


oy D 
EY 
(Еф(т)е _ +D)y?+ Cy'+Ey"=0 
Если коэфФищенты этого уравненія удовлетворяютъ условію 
d(C а үр 
iy (2) =а (в) 
то интегрирующій множитель его будетъ: 


1 YD (с 
=e ty, ГДВ p= | But [ Е) 
8 ЛВ Ја, (ge 
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а первый интегралъ: ‘ 


= > E "а 
Boleje 4х —e~?y’ 1 =a 


к 


Допустимъ теперь, что въ уравненіи (1) коэфФиціенты 
Е, Си D имъютъ слЬдующій видъ: 


E=(y), С = 0()%(), Р = пу (у) (п величина. постоянная), 


Со. 2a wo = ау а ор 
то: р = 0(2), Е = Gy) УСлоые д. (+) ых 7 (=) очевидно 


удовлетворено. По выбранымъ такимъ образомъ значеніямъ 
С, D, Е найдемъ выраженіе 1-го члена А въ уравненіи (1); 
мы имЂемъ 


Лед = ту) wean, A= Воде Р) (оу "т 
И такъ мы утверждаемъ, что уравненіе 
a) (СИ) "иь бедру” т (ар) + ууу" (5) 
интегрируется; его интегрирующий множитель будетъ: 


ГРИ aa rab р = [Veda +0)" 
и селд. 


И = (ly) |e Гоа. тэ ао 


Первый интегралъ уравненія (3) есть 


Г. т fola)der nm т] (4х, (7) 


Ы (а )е ах + Ф (у) е =" =a 


4; 


Зам%тимъ, что уравненіе (3). будучи умножено на первый 
Факторъ [$(у) "" ‘интегрирующаго множителя принимаетъ видъ: 


(а) + Оз" туд" уу 


4 
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Послвднее уравненіе можетъ быть сведено на уравненіе 


Бернулли, если положимъ 03 = ул. џбо тогда: 


nye DY yh” +9" (yyy! нуу, и ваше уравневіе напи- · 


шется такъ 
(x) + тӨ(2:)уг +3", = 0 


Это есть уравненіе Бернулли, въ которомъ у, главная пере- 
т | 0(2) 4х 
м%нная, и сл$д. интегрируюний множитель его будет ¢ 
что составляетъ второй хакторъ можителя М. 

Но предложеніе, относящееся къ уравнен!ю (1), доставляетъ 
намъ здЪсь все: во первыхъ оно приводитъ насъ въ интегри- 
руемому уравнению (5), за тъмъ по Формуламъ (2) и (3) мы 
получаемъ полный интегрирующій множитель (6) и первый 
интегралъ (7) уравненія (5). А 

Уравненіе (5) интегрируется окончательно посредетвомъ 
квадратуръ, ибо въ первомъ его интеграл (7) перемвнныя 
раздвляются; мы .имЂемъ: 


т у (а) ах 
ф(у)у "= ети о И 23) (8) 
З 7 т {ade 
e 


(гдъ Функція А(2',а) введена для краткости) 

Извлекая изъ обћихъ частей корень т-ой степени, умножая 
потомъ уравненіе на dz и интегрируя его въ обЪихъ час- 
тяхъ, получимъ: 


НЕ 
ичра – fives) da = a; (9) 


Это и есть полный. интегралъ уравненія (5). 
Положимъ въ (5) т=-—1 и умножимъ вее уравненіе на у”; 
будемъ имЪть: 


Св) ГИСИ) (ууу +H(y)y"'— 0. (10) 
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> №8 — 


Интегрирующій множитель этого уравненія будетъ 


0(=)ах = 


«ТР уч, au) 


a первый интегралъ по (7): 
Л ф(2)е dx — 7 Sup от 
Далће, полагая въ (8) т = —1, имЂемъ: 


— Јада 
а+ /е ае ат 


F(a,a) = 
е о Дема 
а по (9) полный интегралъ при РЕИС | будетъ: 
4х 
few a= еду = 
Подставляя сюда вмъсто Р (w,a) предъидущее выраженіе, по- 


_ лучимъ полный интегралъ уравненія (10) въ слъдующемъ 
Bu: 


+ Л мам. 


few и [ a я 


ace = dx 


ak (13) 


Если въ (10) Ф(2)==пост. величин т, то мы получимъ 
уравненіе 


т [$ (9) "1 md! (y) у 0 (22) My) 9 + (у) у" 0 (14) 


интегрирующій множитель котораго будетъ имЪть выраженіе 
(11), а первый интегралъ его по (12) есть 


— /6(214х — — йг : 
mJ e эй die — ia р y! =a (15) 
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Съ другой стороны, сравнивая (14) съ уравненемъ (1)$ 5 


имъемъ: | 
С=0(2)%(), дет)" (у), ВУ) 
a/c d/D 
при. чемъ условіе 5 ( т) = (Е) очевидно удовлетворено и 


слЪд. уравненіе (14) можетъ быть проинтегрировано по Фор 
муламъ $ 5, то есть оно имћетъ интегрирующій множитель 


(а) а= т [чау 


мору) т чу) dy + flejae 
=[ply)]" te 


M= 2 


и первый интегралъ: 
Ја) атт fur (yjdy (16) 


уфе =, 
Им%я такимъ образомъ 2 первыхъ интеграла (15) и (16 
уравненія (14), мы можемъ исключить изъ нихъ у’; изъ (16) 


ВЫВоДИМЪ: 
у п 

0\2)ах т ft 9 pe: (ra а, написано вм%ето 2,7!) 
"(е =—0е 


подставляя это выраженіе въ (15), получаемъ 


— биде» т 0107 


dx = a,e (а написано вм —о) 


а+т |е 
или, взявъ /у отъ объихъ частей равенства и замъщая ly а, 


черезъ а, будемъ имЪть 


— [беда 
і 11а +m Je da} = +m Су) 


Это отношеніе между =2,у и 2-Ma произвольными постоян- 
ными хи я, представляетъ полный интегралъ уравненія (14). 
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Результатъ этотъ совершенно согласенъ съ Формулою (13), 
по которой полный интегралъ уравненія (14) есть: 


рый 


дем [- Унем» «ани 
ат е dz 


ИДИ 
ела — 19 (a+m fe! Weta ap) may 


Возвращаемся теперь къ уравненію (10) и полагаемъ въ 
немъ: 


п=—1, $(у)=9; то $(у)=1 и получается уравненіе 


[o(@)—1]y? + O(x)yy’ + уу’=0 


назовемъ: %(2:)—1=/(2), . или o(2) = [(2) +1, и раздЪлимъ объ 
части уравненія на у, будетъ: 


Дау" у? + 9(2)у +у’=0 (17) 


Интегрирующій множитель этого уравненія по (11) есть: 


— ‘| 6(2)4х : 
Муу е у (18) 


а первый и полный ero интегралы по (12) и (13) суть: 


OX ‚аз — [9(5)4х 
fhe) + 1)e ‚ dx—ye J у! =а (19) 
— [ө (a) dx 4 
е 2 
y= + ь 5 af Weide or 
a+ ] Иа) +1) йр 


Һр://гсіп.ого.р! 


= = 
Пуеть f(z)=nocr. величин% р, 0(2)=27', To 


и ай : 


2 


а потому интегрирующій множитель, первый и полный ин- 
тегралъ уравненія 


ру ty? +aty'+y"=0 (21) 
получаемые по Формуламъ (18, (19) и (20), будутъ: 
Ат yy’ (22) 
(р+1)95—2 уу =a (23) 
1 5 / 
буа + Та + (р Viger} 

Если умножимъ объ части послъдняго равенства на p+ 1, 
напишемъ въ немъ /уа вмЪето чи Iya, вместо а, (р +1) и по- 
TOMB перейдемъ отъ логариемовъ къ числамъ, то полүчим^: 

0" аал?) (24) 


При всякомъ р, отличномъ отъ —1, это отношеніе пред- 
‘ставляетъполный интегралъ уравненія (21),. 
Когда р = —1, то полный интегралъ уравненія 


aly! ay уі 1'84-1' =) 195) 


получается весьма просто по общей хормулЪ (20); Формула 
же (24) для р = —1 принимаетъ неопредвленный видъ. ТЪмъ 
не мен%е есть средство для полученія полнаго интеграла урав- 
ненія (25) изъ формулы (24), а именно теорія предћъловъ. 
Для этого, какъ извћетно, нужно разсматривать р сперва от- 
личнымъ отъ —1 и потомъ искать предълъ, къ которому 
стремится выраженіе 


= за 
y= ааа” 


по Mbpb того, какъ р стремится къ —1. 
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Чтобы разыскане. этого предъла сдБлать удобнъе, мы пре- 
образуемъ послЪднее выраженіе для у; оно можетъ быть 
написано такъ: : 


i 
у тр+1, 1 + 
у= обра" Та + PED уат 


хи‹ 1 і 
Напишемъ здЪсь «, вмЪсто (а ода и а вместо 2; будемъ 


имЪть 
у=а, [1+ (p+ liga” ] Fs 39 


Это равенство представляетъ также, какъ и (24), полный ин- 
тегралъ уравненія (21) при всякомъ р отличномъ отъ —1; 
но равенство (26) позволяетъ весьма легко опредЪлить пре- 
дълъ, къ которому стремится у ‚по мър% того, какъ р + 1 
стремится къ 0. 


Въ самомъ дЪлЪ, положимъ въ (26) log ш" =k и замЪтимъ 
что k не зависитъ отъ р; далье назовемъ / (p+1) =, TO 


opt — hms когда р--1 стремится къ 0, т стремится къ со и 


мы получимъ: 
km m k 


limy=a,lim(1 +1) = [т (1 4 x) . | ео,” 


И такъ у—и будетъ полный интегралъ уравнения (25). 
Уравненіе (21) по своей Форм% заключается въ уравненіи (3) 
$4 (rab нужно будетъ положить / (2) =", Е (у) 2р) елд. 
оно имћетъ также интегрирующій множитель 


[27142 + р [уву 
И =e =ay? (Формула (4) § 4) 


и первый интегралъ: уу’ =a, (формула (5)§4)° (27) 


Ислючимъ теперь у изъ обоихъ первыхъ интеграловъ (23) 
и (27) уравневя (21); изъ (27) имъемъ уу’ 15 '=а, у? и под- 
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=286 = 
ставляя это выраженіе въ (23), получаемъ полный интегралъ 
уравнения (21) ^ 


(р+ 1) — ау" = а 


что согласно съ Формулою (24). 
Если въ (17) 0(2) =0, то получается уравненіе: 


f(a) у Ч +у’=0. 
Интегрирующій множитель, первый и полный интегралъ 
этого уравненія (по Формуламъ (18), (19) и (20)) будутъ: 


N=y” 


Га) +1)da — ууа 


logy = а рень 
Лач Гадаа 


Пусть напр. /(2) = 22 — 1, то по послъдней Формулъ 


d(—) 
/ t ‘pa 
logy = % + Jeanne сеу 


= 


Е 1 
или, замфщая здъсь а, черезъ — (4а, и уз черезъ a, получимъ: 


= lg (а, у) = а агс.4 (ал). 
Таковъ полный интегралъ уравненія 


(202—1) ‘у += 0. 


11. Если въ общемъ уравненіи (А) $ 1 ќоэффиціентъ В 
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== 
отличенъ отъ нуля и 4=0, то подобно предъидущему найдемъ, 
что уравненіе А 
С 
— т ‘5 „Е dz 


Eg(y)e + Cy’ + Dy + Еу"? у" =0 (1) 


А D 
удовлетворяющее условію | = ak (2) = 5 (=) интегрируется; его 


интегрирующій множитель будетъ 


1 ™ 2.0 Ур 
—— 0 5 gp rab = [ ре (т ra ] = dy 
Дай Р жб nh Е), 


а первый интегралъ: 


N 


у == гч 


р /Yo Ly Ро, 
J eye ТЕ me, т 
Jlaxrke, совершенно тБмъ же путемъ, какъ въ CAY Yah B=0, 
выведемъ изъ предложен1я относящагося къ уравненію (1) 
что интегрирующій множитель уравненія 
oy) Ге (а) +n yay (ш) Oy) у" (ш) уу (2) 


есть 
т | „(иу 


мене" 


а первый интегралъ: — 
а, 
Је е а 5, у Ap ant) у" mow) я 4 
m 


Разръшая послЪднее уравненіе относительно ф""(2) у", на- 
ходимъ: 


тга 7 39/9 ау 
Ya) 4% = iy =F (7,9) (для а 
е 


Һр://гсіп.ого.р! 


oe — 


откуда получимъ полный интегралъ уравненія (2); 


= fas 
раје т 
СР ғ al 


Полагая во (2) т = 1 и умножая уравненіе на у’, будемъ 
им%ть уравненіе у 
{Фет OY + mya) Ly + (2)? + (ео (3) 
для котораго интегрирующій множитель первый и полный 
интегралы по предыдущимъ Формуламъ будутъ: 


. 003) ау 4 
идаре ль м 
" 0) (00у Ў 
„фи “dy £9 layer” =a (5) 
Jody 
аа (6) 


н Tay 


ack faded ay 


Еели 9(y)=nocr. величин% т, то уравненіе (3) принимаетъ 
Форму: 


{пад ендуу ае = (0 
одинаковую съ уравненіемъ (1) $ 5, при чемъ условіе 
: 190 а (р 
ip (eae (®) 


удовлетворено и слЪдов. уравнене (7) кромъ интегрирую- 
щаго множителя (4) и перваго интеграла 


f 


=a (по Формул% (5)) (8) 


np ee ty + (a пре у 
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имзетъ еще интегрирующій множитель 


Gly)dy + т fy (x) 4х ( 
worn У 
и первый интегралъ 
Б; O(y)dy + т п) 4х 10 
уфа) J J ea (10) 


По oopmyab (6) полный интегралъ уравненія (т) есть: 


„ Јау 
ы ана) dx 


lg [а +т | 
(rab пост. произв. о, отлично отъ а, находящейся въ (6)). 
Tors же самый результатъ доставляетъ исвлючен!е у’ между 
первыми интегралами (8) и (10). 
Положимъ еще въ (3) %(4)=, п=1, обозначимъ Ф(0) +1=/ (4) 
и раздълимъ все уравненіе на 2; получимъ 


Ку +000) у-у" =0 (11) 


интегрирующій множитель; первый и полный интегралъ этого 
уравненія на основаніи хормулъ (4), (5), (6) будутъ 


: «түбі 
А "таф 

е „дау foray 

fy) — це dy + ауе =а 
бум 

а оа, 
ааг ГЕР 

) У 
аре dy 
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Для 6(у}=0 уравненіе (11) перейдетъ въ 


Годеч ty"=0 | = 19), 


od 


и по предъидущимъ Формуламъ интегрирующій множитель 
этого уравненія есть 


M==x (13) 


а первый и полный интегралы уравненія суть 
' 


ГИ) 0) +0y' а (14) 
bes dy 
1 tt 

192 =a,+ ау, — 104 (15) 


Напр. если /(у)=2у+1, то полный интегралъ уравненія 
(уд Чу 0 
по послЪдней Формул% будетъ: 
109 (12 = атс.19 (91). 


12. Въ послфднихъ двухъ параграхахъ мы раземотръли 
нъкоторыя диФоеренціальныя;`уравненія. 2-го ‘порядка, для 
которыхъ представилась возможность найти, по 2 интегри- 
рующихъ множителя. Я 

Но мы не знали а priori будутъ ли первые интегралы, до- 
ставляемые этими множителями, существенно различны. 
между собой, или одинъ изъ нихъ будетъ слЪдствіемъ 
другаго. ы 

Далфе, найдя эти интегралы мы исключали изъ нихъ у и 
получали въ результат нЪкоторое отношение между 7, у и 
2-мя произвольными постоянными а, а,, которое представляло 
полный интегралъ диФФ. уравненія; если бы этотъ резуль- 
татъ исключенія не зависфлъ отъ 2 и у, а свелся бы на 


http://rcin.org.pl 


— 


отношеніе между однзми только пост. произв. а, а, то это 
значило бы, что одинъ изъ найденныхъ первыхъ интеграловъ 
есть слЪъдствіе другато. 

Изложенныя только что обстоятельства привели насъ Kb 
изслЪдован1ю сл5дующихъ двухъ вопросовъ. 

I. Извьстны два первые интеграла дифференщальваю уравне- 
нія п-10 порядка между двумя измъняемыми; узнать сущест- 
венно-ли различны между собой эти интегралы, или нљтг? 

П. Найдены 2 иптетрирующие множителя дифф. уравненія 
п-10 порядка; узнать @ prior’ будуть ли первые интегралы, д0- 
ставляемые этими множителями существенно различны между 
собой, или ume? 

13. Прежде нежели мы займемся доказательствомъ теоремъ, 
ръшающихъ постановленные вопросы, считаемъ не лишним 
раземотръть здЪеь общія Формы BCbXD первыхъ интеграловъ 
и вефхъ интегрирующихъ множителей дифо. уравненія п-го 
порядка, вида: > 

F(a,yy’...y =0. (1) 


Уравненіе это, какъ известно, имђћЂетъ nN существенно 
различныхъ первыхъ интеграловъ, которые пусть будутъ: 


Перун". 011) о, [уху , у". В) ag... fal eyy’s; yo" aay (2) 


(а... суть произвольныя постоянныя). 
При этомъ самая общая Форма везхъ первыхъ интеграловъ 
уравненія (1) есть: 


ПАГ) == (3) 


rab П означаетъ произвольную Функцію, а а произвольную 
постоянную. 
Въ самомъ дВлЪ, пусть 


Фс у, у’... у" Y =a » (4) 


будетъ какой нибудь первый-интегралъ уравненія (1). 
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Для доказательства *, что этотъ интегралъ можетъ быть 
приведенъ къ Форм% (3), замъчаемъ. что изъ т уравнений (2) 
п величинъ у У... У®И могутъ быть выражены посред- 
ствомъ 2, 0; 9... а,, или что тоже посредствомъ 2, f, fy... /,. 

Если найденныя такимъ образомъ выраженія у у’... у" 
внесемъ въ (4), то это уравненіе приметъ видъ: 


Фа, fy [ь-.. Г) =. (5) 


Дифференцируя послъднее равенство въ обфихъ частяхъ 
сполна по х, иифемъь: 


4 
let Tah df +.. +i c= 


Ho въ силу (2) 
аГ=0, 4—0... df, 0 


а потому необходимо, чтобы о. 


И такъ функція ў не зависитъ отъ 2 и слъд. уравненіе. 
(5), которое есть ни что иное, какъ уравненіе (4) одинаковой 
Формы съ (3) ч. ид. н. 

Всякая функція № отъ 2, у, у... у", удовлетворяющая 
равенству 


Ший 
NF = Ч. 


называется интегрирующимъ множителемъ уравненія (1); 
при этомъ /=а будетъ первый интегралъ ур. (1), который 
мы будемъ называть «первымъ интеграломъ соотвътствую- 
щимъ интегрирующему множителю №. 

Лагранжъ доказалъ,` что для каждаго перваго интеграла, 
ур. (1) существуетъ соотвётствующий интегрирующій мно- 
житель. И 


*) Это доказательство мы заимствуемъ изъ сочивенія Serret «Traité du 
caleul différentiel et intégral». 


http://rcin.org. pl 


- == Ye 


Обозначимъ черезъ M,, М.....М, интегрирующіе множители, 
соотвЪтствующие п первымъ интеграламъ (2) т е 


оме, мв=9,.. М.Р 4» (6) 


Далфе, если П'(/,), П'(/,).... 1'(/,) будутъ изображать част- 
ныя производныя произвольной Фхункщи П(/, |... /,) по 
hs Г .- f,, то самая общая Форма всзхъ интегрирующихъ 
множителей уравненія (1) будетъ: 


№=М.() + МУП +... + 0) (7) 


Чтобы убъдиться, что М будетъ интегрирующимъ множите- 
лемъ уравнения (1), достаточно умножить обЪ части (7) на Р; 
будемъ имЪть: 


NF=M, FIU(f,)+ М, ЕП”, +. 5 А 


или, въ силу (6) 


МР ПИ + А... +) = а 
и слъд. Па будетъ первый интегралъ, соотвътствующій 
интегрирующему множителю М. 
Эта общая Форма (7) интегрирующихъ множителей ука- 
зана Лагранжемъ (для дио. уравненій 2-го порядка). 
_ Для доказательства, что (7) есть самая общая Форма инте- 
грирующихъ множителей положимъ, что М будетъ какой 
нибудь интегрирующій множитель уравненія (1), то 


dy 
МЕТ, 1758) 


Такъ, какъ ф==а есть первый интегралъ ур. (1), то Функ- 
ція © по вышедокаванному можетъ быть приведена къ виду 


раф (у, 2..7) Ф 
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велЪдетвіе чего 


te yy У 64.4414 (9 


и значитъ: 
МЕ) + р +... + т) 


или въ силу (6) 


МЕ= Муф) F+ М (fa) P+ МЫ Е. (10) 


O66 части этого равенства мы можемъ сократить на Ё, не 
смотря на уравненіе (1), ибо оно выражаетъ, что Р=0 только 
для извъстнаго отношенія между =, у и п произв. пост. (кото- 
рое называется полнымъ интеграломъ), но въ (10) зависи- 
мость у отъ 2 остается какою угодно; по сокращеніи равенства 
(10) на Ё, мы увидимъ, что интегрирующій множитель М 
вида (7). 

Впрочемъ,: при доказательствъ, что (7) есть самая общая 
Форма всзхъ интегрирующихъ множителей. можно обойтись 
безъ сокращенія обћихъ частей равенства на’ Ё, а именно 
слъдующимъ образомъ: 

Изъ (6) и (8) выводимъ 


ap а fy Mn 
F=d¢ = 4% = 2 =.= dae 
И "Қ me М, 


или 
АЕ Bova АС 


г. ет М) М.) 


откуда, по свойству ряда равныхъ отношеній, имћемъ: 


12 (А ТАЕ + vip) УЙ + Uae СЕ 
я Ма) н Malo | 


Это отношеніе зыражаетъ равенство двухъ дробей, числи- 
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тели которыхъ по (9) равны между собой и слЪд. необходимо 
должно существовать равенство между ихъ знаменателями 
и значитъ интегрирующий множитель M будетъ непремфнио 
вида (7). 

14. Изъ общей Формы (3, $ 13) первыхъ интеграловъ диФ- 
Ференщальнаго уравненія я-го порядка слЪдуетъ, что оно 
umberbh безчисленное множество первыхъ о. интеграловъ и 
что Bch они суть елћдетвія п существенно различных. 
между собой первыхъ интеграловъ того же уравненія. 

Поэтому, если извЪетны два первые интеграла 


(ту, у"... "И = а, уху". УИ = 


дихференщальнаго уравненія п-го порядка, то можно спро- 
сить, существенно ли различны они между собою, или одинъ 
изъ нихъ есть слЪдствіе другаго? 

Въ послЪднемъ случа функціи ? и $ будутъ связаны 
отношеніемъ вида. 


10 Ф) = 0 


или 


т. е. $ будетъ выражаться въ Функціи ?. 

Значитъ, изслВдоване вопроса І ($ 11) сводится на изелћ- 
дованіе слБдующаго другаго вопроса: 

Даны двз явныя функціи и и о отъ п перемћнныхъ 2. 
2,.... 2п (перемнныя эти могутъ быть зависимы одна отъ 
другой, или нътъ); при какихъ условіяхъ и можетъ быть 
выражено въ Функціи о, т. е. быть вида и= (0)? 

Англійскій геометръ Буль *) ръшилъ подобный вопросъ. 
но при другихъ обстоятельствахъ, а именно онъ постано- 
вилъ одно необходимое и достаточное условіе для того, чтобы 
одна изъ N величинъ Uy, Ug... И», изъ которыхъ каждая есть 


*) Differential equations, supplementary volume р. 36. 


ao 
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явная Функція п перемвнныхъ 2. 23... Pn, папр. и, могла 
быть выражена въ Функціи остальныхъ п —1 величинъ Uy... Un 
Олд. у Буля число Функцій равно числу перемънныхъ. 
Въ разематриваемомъ же нами случаъ число ъункцій есть 
2, а число перемънныхъ какое угодно (=n). 
Ръшеніе вышепредложенныхъ вопросовъ получается. какъ 
слЪдетвіе изъ слБдующей теоремы: 
„Ёсли uss частныхь производных» функцій и и г: 


dd du du du 
da,’ diy’ dry’ dr, 


(1) 
dv dv dv dv 


diy diy? dis’ di, 


состивимз всъ опредълители, сочетая какой нибудь Us верти- 
кальныхь столбцевь, напр. 41-ый, Co остальными (N—1) столб- 
цами и если в5 составленном таким» образом» ряду (n—?) 
опредьлителей 


du dodo du du do do du du dy фи , 
dx, da, ат, dx,’ de, dx, de, de," de, dx, dx, de,’ ) 


извњстное число (к— 41) какит нибудь опредъдителей окажутся 
нулями, напр. 


du dodo du ие бы 9 du do dv du cg 
dx, dx, da, de, "da, dt, іт, 42, ‘ава, ас. а (3) 


то одна изь функцій и, п можеть быть представлена сльдую- 
щимь образомь 


(и, Tei, е... Ly) (4) 


т. е. вә выраженіе и посредствомь в и перемънныд» 2, Ly... 
2, не будуть входить Mm к перемънныя %,, Ly... ль, относи- 
тельно которых берутся частныя производныя вё условіятг (3)“. 

Зам%тимъ при этомъ, что система условій (3) необходи- 
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явная Функція л перемвнныхъ 2. 23... Ly, папр. Uy, могла 
быть выражена въ хункщи остальныхъ п —1 величинъ Uy... Un 
Олд. у Буля число ункцій равно числу перемънныхъ. 
Въ разематриваемомъ же нами случа число Функцій есть 
2, а число перемънныхъ какое угодно (=n). 
Ръшеніе вышепредложенныхъ вопросовъ получается, какъ 
слЪдетвіе изъ слЪдующей теоремы: 
„Вели uss настныхь производных функцій ц и г: 


du du du ш 
da,’ dz,’ dc, `` dr, 


(1) 
dv dv dv dv 


dir, day? гау бт, 


составимь всъ опредълители, сочетая какой нибудь изг верти- 
кальныхь столбцевь, папр. {-ый, съ остальными (n—1) столб- 
цами и если в5 составленном» таким». образомь ряду (п— 1) 
опредьлителей 


du dodo du du de do du du do do dug 
diy dt, с da, day dey da, de, dz, de, da, бт dz,’ (2) 


извьстное число (K—1) какигь нибудь опредьлителей окажутся 
нулями, напр. 


du de do du du еда du do dv uy |, 
da, da, da, dt. da, de, dt, da, ‘аху бту ах ат, (3) 


то одна изь функцій и, в можеть быть представлена сльдую. 
щимь образомь 


u=o(0, Thats Ту», .... т») (4) 


т. е. вә выражеше и посредетвомь в и перемњнный» 2, 23... 
2, не будуть входить Mm к перемънныя 2, 2}... ть, относи- 
тельно которых берутся частныя производныя в5 условёять (3). 

Замътимъ при этомъ, что система условій (3) необходи- 
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мыхъ для того. чтобы и была вида (4), останется въ сущности 
одна и таже; какой бы изъ вертикальныхъ столбцевъ (1) мы 
не выбрали для сочетанія сказаннымъ образомъ еъ осталь- 
ными (п—1) столбцами. 

Чтобы убъдитьея + въ этомъ, достаточно принять въ раз- 
счетъ сльдующій Фактъ; 

Если umbem 2 уравненія: 


(5) 
du Ф № dy du 
dx, dx dry Чт, = 


: da dr 
TO умножая 1-е изъ этихъ уравнений на 74 2-е на Ы 
9 
р 


вычитая 1 ое ур. изъ 3-го и за тъмъ сокращая полученное 


Е dv 
такимъ образомъ уравненіе на oa найдемъ: ' 
‘ 2" 


о рое ога 0н в). 
dx, Чт, daz dry (6) 


Для доказательства предъидущей теоремы мы воспользуемся 
пріемомъ, посредствомъ котораго Буль доказываетъсвою тео- 
рему относительно хункщональной зависимости двухъ ве- 
личинъ и и о, изъ которыхъ каждая есть явная Функція 
двухъ перемънныхъ 2 и у *). ; 

Для простоты мы можемъ взять число #=4, ибо все. что 
будетъ сказано относительно этого значения k, прим$няется 
отъ слова до слова и къ какому угодно К. 

И такъ, пусть: 


du dv dy du du dy. dv du du dw dv du 


de, Чт, da,dx, “ат, da, ар ат, л, di, da, 
. a м 


0 (7; 


*) Differential equations, р. 24. 
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Требуется доказать, что эти 3 условя необходимы и доста- 
точны для того, чтобы Функція и могла быть представлена 
елБдующимъ образомъ: 


Uu=9(0, т, ть... Ly) - (8) 


Для доказательства необходимости условій (7) дифхерен- 
цируемъ выраженіе (8) для и частнымъ образомъ по Ly, 23, 
24, 2, и замЪфчая. что эти 4 перемЪнныя входятъ въ и только 
посредствомъ #, получаемъ: 


du _ dp do dud? д du _ dg д да 0 д 
dz, .dv dsc, @ dvdr,’ dr, о ахз’ dx, dv ат, 
откуда: 
ш а ш а 


Это и есть условія (7), но только написанныя въ несколько 
другой Форм%. 

Докажемъ теперь достаточность условій (7) т. е. мы дока- 
жемъ, что если эти условія имћютъ MBCTO. то Функція и 
всегда можетъ быть представлена въ видЪ (8). 

По предположенію и и № суть явныя хункщи л перемънныхъ 
Dy, Га... №; пусть 


и=/(т1, Tg... Ly), V=F (ay, Mo... Ly) (9) 

Если изъ 2-го изъ этихъ уравненій опредълимъ 2, посред- 

ствомъ 0 2...4, и найденное значеніе 2, внесемъ въ 1-0e 
уравненіе, то и приметъ видъ: 


и=(Р. ть, т...) (10) 


Это будетъ результатъ исключенія 2, между двумя урав- 
невіями (9); фо можно показать, что если условія (7) удовле- 
творены, то при исключеніи 2, между уравненіями (9) пе- 
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ремЪнныя 2, £3, 7, сами: собой выйдутъ изъ вычисленія и 
такимъ образомъ и будетъ вида (8). 

Съ этою цфлью диФференцируемъ выраженіе (10) для и 
по 72 и замЪчая. что 2з входитъ въ и какъ само по себЪ такъ 
и посредетвомъ v, полузаемъ: 

du _ 44, dy dv 


— + —— 


da, da, ' dv day 


Дифоеренцируемъ (10) еще по 2, при чемъ =, входитъ Bb и 
только посредствомъ # и слЪд. будетъ: 


du _ dy dv 


dz, Ф da, 


J 
Исключая между двумя послЪдними уравненіями ря на- 


ХОДИМЪ: 
пе du do ath do 
dx, ато diy dr; у diy dx, 


или, въ силу 1-го изъ условий (7) 


и какъ по предположению v зависитъ отъ ®,, то для удовлет- 
воренія посл$днему равенству необходимо, чтобы 


т. е. чтобы перемЪнная 2, не входила сама по себъ въ 
Функцію $. 

Точно также на основаніи остальныхъ двухъ условій (7) 
докажется, что 


— 10 — = 


т. е. что перемънныя ©, 2, не должны входить · (ами по 
2866) въ Функцію ф и слъд. выраженіе (10) для и будетъ 
вида (8) что и д: н: 

При доказательствъ достаточности условй (7) мы:исклю- 
чали т, между двумя уравненіями (9); замћтимъ теперь, что 
если бы мы XOTSAM исключить не г, а 2, TO для доказа- 
тельства нужно было бы замЪнить условия (7) другими усло - 
віями, а именно: 


Чи (0 dv Сиа du Фи ди dv: dw di 9 / (11) 
diy dt, ах. а. °° dry dt, ата * di, da, пак -'’ 


которыя по вышесказанному относительно условій (5) и (6) 
раввосильны еъ условями (7). 

Прибавимъ еще, что хункщи и и # могутъ не зависЪть отъ 
нзкоторыхъ изъ перемънныхъ 2, Ly, Ly, 2,, но и въ этихъ 


случаяхъ условия (7) или (11) будутъ необходимы и достаточны 
для того, чтобы и была вида (8). 


dy 
Напр. если v не зависитъ отъ т, TO 7 =0 и тогда 1-ое 
Ty 


изъ условй (7) или (11) доставляетъ: 


du do 
da, dx, — 


du 
и какъ, по предположенію о зависитъ отъ 2,, TO > д = te 0," 5? 6! 
oa 
мы видимъ что на основаніи этого условія и и не должно 
зависЂть отъ 2. 
Исключая 2, между двумя уравненіями 


и О И о Magy yee 2) 


/ 


и принимая Bb разсчетъ остальные 2 условія (11), мы до- 
кажемъ подобно предъидущему, что при этомъ исключении 
перемвнныя 2;, 2, выйдутъ сами собой изъ вычисленія и что 


саъд. т” вида (8). 


а 
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Такъ какъ все изложенное для k=4 примвняется отъ слова 
до слова и къ какому угодно К. то теорему, высказанную 
на страниц (66) можемъ считать. вполнЪ доказанною. 

Изъ этой теоремы мы выводимъ слъдующее елфдетв!е: 
Если даны дв явныя Функціи и и о отъ 2 перемънныхљъ 
2, 2...0, TO для того, чтобы u=y (0), необходимы и доста- 
точны слБдующіе (2—1) условій: 

ССС do dv du_y ше do du 9 
dry бт da, day “аа: “сам ат.’ at dt ча ат 
(т. е въэтомъ случаЪ всЪ опредћлители ряда (2) будутъ нули) 

15, Пояенимъ теперь употребленіе доказанной теоремы 
парою примЪровъ. 

Пусть напр. даны ABS функціи 4-хъ перемънныхъ 2, у, 2, Ё 


и—= (1—1 2 + 2(t—1)(2 + Пу+ зу (5+2); оі zy 


Частныя производныя этихъ функцій будутъ: 


% = (1—1)2— 220720242) = = 6 
“ = %t—1)(s +1) + 20-1542) 1 == 
ув) Wy 
б wy 2t— Na+ 9(24-1)у А bd =: 


Если составимъ опредфлители, сочетая первую горизон- 


. „ди. 00 ; 
тальную ЛИя1Ю ax’ гре со веЂми остальными горизонтальными 


линіями TO увидимъ, что ни одинъ изъ этихъ опредфлителей 
не будетъ нулемъ; тоже самое относится и KO второй линіи 


-du 4. 


=“ ср. но сочетая 3-10 линію съ 4-010, мы найдемъ: 
dy? dy : 


du dv dv du 


Я: GPO Ee т 
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откуда по предъидущей теорем заключаемъ, что 


и=ф(о, т, у) 
и дъйетвительно 


лаа нем а 
ебола 


и 


Для 2 го примзра мы возьмемъ слвдующия ABS хункщи: 


ry (5 --) — (2+2). _ (2+9)@2—0 


"= (ауу) = (у (0 


+ 
Составивъ частную производную и по =, найдемъ: 


4 5 
7а яз арии; тав S=4ryzt—(a*+y?)(2° +l) 


т.е. < есть симметрическая хукщя перемвнныхь ги у, зи /. 
ЗамЪчаемъ теперь, что если въ функцій и переставить 


одновременно 2 и 2, уи {, то хукщя измЪнитъ только свой 
2 
знакъ, а потому 


du —St aa 
ds = яна (здЪеь 5 имћетъ прежнее значеніе) 


велЪдствіе чего: 


du в 

da у (22—08) (1) 
du t (22—12 Ка, 
dz 


Далфе, такъ какъ и есть 3HaKOMepembunad Функція 2 иу, 
du du 
то производная dy получится изъ da? когда мы Bb этой по- 


сяЪдней переставимъ = и у и измЪнимъ потомъ ея знакъ; 
А du 
. u ии 

по изъ выраженія т, видно, что частное 4 есть симметри - 


: у. 
ческая Функція 2 и у, елъд. имћемъ отношеніе: 
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due. би 
dr = — ty (2) 
у т 


На томъ же самомъ основаніи и: 
de 4з 
3 


Три отношения (1),(2),(3) имъютъ мЪсто и для оункціи о, ибо 


AB. Qy(s—t) . dy Waet+y) 
de (a—y)4a+t)? dz (a40(a—y) 
и cabs. 1 
Я de 
da y(z—t) (z +0 
@0 ~ ta-ylery) (4) 
dz 


Кром того © есть также, какъ и и, знакоперемЪнная 


dv а 
Функція г и у и частное dx симметрическая Функція тъхъ 
у = 
же перемънныхъ, a потому подобно предыдущему: 
de de 
de =— 0 (9 
у т 


de Ф 
ds = — dt 6) 
t 5 


па 00...09 бн 
4х 45 dx dz 
Дъля одно на другое равенства (2) и (5), (3) и (6), найдемъ 


сравнивая (1) и (4) имћем%: == (). 


du di 
90 0 ди р dv du 0. 
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Usb послъднихъ трехъ равенетвъ, на основаніи слЪдствія 
(стр. 71) нашей теоремы, заключаемъ, что: и=Ф(5) и дЪй- 
ствительно:“ 

и=4 (0—07!) 


н <> 
16. Указанное слЪдствіе нашей теоремы доставляетъ слЪ- 
дующее ръшеніе вопроса І-го $ 12. 
„Один use первытә интегралов 


(a,y,y'...y*")=a,0(a,y,yr.y"") =8 


dug реренцальтао уравнешя п-ю порядка будет» candcmeiems 
друга, если функци Ф и № тождественно удовлетворяюта. п 
условямз: 5 


dpdy 0009 арар афар _ do dy йу de 


de dy de dy’ de dy! de dy" ео dad 0, 
вх NPOMUCHOMS случаљ, т. е. если хоть одно Us этиль условй 
пе будеть удовлетворено, оба интеграла Gydyms существенно 
различны между собою“. 

17. Для pbmenia Ч-го вопроса ($ 12) мы доказываемъ елћъ- 
дующую теорему: 

» Если интерирующие множители № и М дифференщальнаю 
уравнешя п-10 порядка 


F(a, у, у .0". 0 0. (1) 


соотвитствуют» 0вумь таким» первым интераламь этою 
уравненія uss которы:ь одинь есть сльдстве друга, то част- 


ное 2, будучи приравнено произвольной постоянной с, представить 


первый интеграл» dugg. уравиешя (1); и наоборот» если а = ( 


есть первый unmepars duff. уравнемя (1), то одинг изә пер- 
ys 

выть интераловь соотвьтствующихь иптерирующимг множи- 

телям» № и М будеть candemsiems друао“. 


http://rcin.org. pl 


е Б е 


Какъ въ этой теоремъ, такъ и во всемъ послфдующемъ 
MBI разсматриваемъ два интегрирующіе множителя. отно- 
шенте которыхъ есть опредъленная поетоянная величина, 
какъ одинъ и тотъ же интегрирующій множитель. 

Пусть 

oa, 0, у... у") а, ту, у. МВ (2) 


будутъ первые интегралы дифо. уравненія (1), сотвътетвую - 
ше интегрирующимъ множителямъ Ми №. т е. 


dP р 3 
ИР. NF ms (3) 
и предположимъ, что одинъ изъ первыхъ интеграловъ (2) 
есть елъдствіе другаго. тогда $ есть нъкоторая Функція Ф, 
$=Ф() өн “eR 
а потому . Е 


р " =Ф' (9) ® (4) 


Съ другой стороны, дъля равенства (3) одно на другое, 
получаемъ: 


dy 
№ йт 
М dy 
dr 
откуда, въ силу (4): 
в 


Но ф=ая есть первый интегралъ уравненія (1); carbs. и 
(9) какъ Функція ?, будучи приравнена произвольной по- 
стоянной: 


Ф) = = (5) 


будетъ тоже первымъ интеграломъ уравненія (1). 

Такимъ образомъ первая часть теоремы доказана; мы ви- 
димъ при этомъ, что первый интегралъ (5) не отличается 
существенно отъ каждаго изъ интеграловъ (2). 


http://rcin.org.pl 


зь 0 
Переходимъ въ доказательству второй части нашей те- 
оремы: 
Мы теперь предполагаемъ только. что: 


N 
е 4ч 


есть первый интегралъ дитФ. уравненія (1) 
По общей opm’ первыхъ интеграловъ (стр 6@1;) имъемъ 


ПТИ А (6) 


rab ==, Q=ay... /»=о, суть п существенно различныхъ 
первыхъ интеграловъ уравненія (1). 

Далће, по общей орм интегрирующихъ множителей 
(стр. 63) пешемъ: 


Мү), + ПД) My +... + (fa) Me 


МО), + QU fy) Ma +... + QM fa\ Ma 
при чемъ 


Пи, 1. в и ОД, Аа...) 


будутъ первые интегралы. соотвћЪтствующіе интегрирую- 
щимъ множителямъ № и №. 
Вел%детвіе этого равенство (6) принимаетъ видъ: 


ПРМ, + ПМ, .:. + РМ, 


ОМ, ON fs Ш + FO fle Ooh ty) 


Sambuaa здћеь Л/,. М... М, пропорціональными имъ вели- 
чинами 4/,, 4/.... 4/, и уничтожая знаменателя, получим 


ПА, + ПА, +... + Пр) 


=olf, Ра.) + QP, dfs +... + ом 
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Но реа, =... /[ь=а„ суть п существенно различныхъ 
первыхъ интеграловъ; cabs. Функціи /, f,... /, независимы 
между собой, а потому для удовлетворенія послЪднему pa- 
венству необходимо: положить: 


ПА) ә, ӘӘ), Пью Г.Ә): 
П) о, а : f)Q'(f) 


откуда / А 
ША) tt 2) р ЕЕЕ bs 
(ffs) р) Of) 9 Г.) 
или: 
ай ао оа 1049 а | did2 dQ ап 


df, Wy а dy ef, а, а аа Te OF, 


Usp этихъ условій, на основаніи теоремы доказанной въ $ 
14, мы заключаемъ, что: 


П = (0) 


т. е. одинъ изъ первыхъ интеграловъ. соотвътствующихъ 
интегрирующимъ множителямъ М и М есть елЪдствіе другаго. 

И такъ, наша теорема вполнЪ доказана. 

18 Изъ этой теоремы мы получаемъ слвдующее ръшеніе 
вопроса П го ($ 12). 

(а) „Составивь частное интерирующих» множителей N и М, 
приравняемь ею постоянной произвольной с и посмотрим не 


. М 
будет» ли отнотеніе =; =с первымь интераломә даннаю диф- 


ференцгальнао уравнешя п-10 порядка; если нътз, то оба первые 
интеграла, соотвътствующие интерирующимь множителямь 
Nu М существенно различны между собой; вз противномь слу- 


N 
чаъ, т, е. если у = с окажется первымь интераломь даннаго 


дифдференціильнаго ypacnenia, один изг первыть интегралов, соот- 
вьтетвующихь интерирующимь множителямь М и М, будет 
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сльдетвемеь друшло; значить въ этомь случаь оба интерирую- 
wie множителя Nu М доставят» один и moma же интераль, 


Bu N 
который получится Oess интерации. ибо Ons есть у =e." 
м 4 


Изъ предъидущаго мы видимъ, что BO воЪхъ тЪхъ слу- 


Л 
і 


чаяхъ, когда частное +; ‚приравненное произвольной посто- 
янной, не можетъ быть первымъ интеграломъ дифо. урав- 
ненія п-го порядка, интегрирующіе множители № и № соот- 


°вЪтетвуютъ двумъ существенно различнымъ первымъ инте- 
граламъ. 


Отсюда мы выводимъ непосредственно слБдующее инте- 
ресное слЪдетвіе: 

„Если частное двухь интерирующихь множителей диф. 
уравненія т-ю порядка не зависить оть производной (n—1)-20 
порядка, то оба интерирующ множителя соотвьтствують 
двум» существенно различнымь первым» интераламг“ 
ибо первый интегралъ дифо. уравненія 2-го порядка, по са- 
мому опредъленію непремЪнно зависитъ отъ gf OY, 

Для quo. уравнен!й” 2-ro порядка п=2 и слЪд. 

„Если частное двуфь интерирующить множителей диф. 
уравнения 2-10 порядка не зависить отг у’, то эти интериру- 
ume множители соотвитствуют» двумз существенно различ- 
нымә первымь интераламә“. | 

И такъ: 

(0) „Два интерирующие множителя диффо уравнешя 2 10 
порядка, изъ которыль каждый есть функція только OMS 2 и у 
или OMS одной изә этил переменныхь, всегда соотвътствують 
OGY Ms существенно различным первым интеграламз“. 

Укажемъ еще на одно слЪдствіе теоремы $ 17, а именно: 

(с) „Если будут» извъстны n+1 интерирующихь множителей 
дифф. уравнешя п-0 порядка, то по крайней мљрњ один из 
первыхѕ интераловь этою уравненія получится. безъ интеграціи“. 


Въ самомъ дълЂ. пусть даны 2+1 интегрирующихъ мно- 
жителей | 


№, №... Nass 
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дихФеренщальнаго уравненія n-ro порядка. 

Мы знаемъ, что оно не допускаетъ болће п существенно 
различныхъ первыхъ интеграловъ. 

Значитъ, въ написанномъ ряду по крайней мЪрЪ два ин- 
тегрирующіе множителя №, и М, доставляютъ одинъ и TOT 
же первый интегралъ и этотъ послЪдній получится безъ 
интеграціи, ибо онъ есть 


19: Предложенія, полученныя нами въ послЪднемъ пара- 
грахЪ, подтверждаются и изелћдованіями изложенными въ $5 
10и 11. 

Такъ для уравнен!я 


руу" + ау + y"=0 (erp. 54) (1) 
мы нашли 2 интегрирующіе множителя 


N= a ty’ M = ay? (2) 


7 


М р: 
Частное этихъ множителей Fay? ty” приравненное про- 


извольной постоянной, при всякомъ р ,отличномъ OTD —1, не 

будетъ первымъ интеграломъ уравненія (1); откуда по пред- 

ложенію ((а), $ 18) заключаемъ, что при всякомъ р, отлич- 

номъ отъ —1, оба первые интеграла, соотвътствующіе ин- 

тегрирующимъ множителямъ (2), существенно различны. 
Мы видЪли въ $ 10, что это дъйствительно имъетъ мвсто- 
Но для р= 1, уравненіе (1) переходитъ въ: 


в уу у%+0'=0 (3) 
и частное его интегрирующихъ множителей 


N=ayy'*, Macy" (4) 
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есть 4 = yy", будучи приравнено произвольной посто- 
AHHOM С: 


М 2 
Ray с 


представляетъ первый интегралъ уравненія (3) и ел%д. 
(по предложенію (а)) оба интегрирующіе множители (4) до- 
ставляютъ одинъ и TOTS же интегралъ 


туу = 
уравненія (3). 
КромЪ двухъ интегрирующихъ множителей Ми М урав- 
ненія (1), намъ извћстенъ еще одинъ интегрирующій мно- 
житель того же уравненія, а именно: 


l= (см. $5) 


И такъ на основании предложенія (с) $ 18 утверждаемъ, 
что по крайней mbpb одно изъ частныхъ: 


MN м 
№ рт 


будучи приравнено произвольной постоянной, представитъ 
первый интегралъ уравнения (1); и дЪйствительно: 


= узу’е 


есть первый интегралъ уравненія (1). 
Для quoo. уравнешя: 


та + пу(а) y+ Y(a)0(y)y’? + а)" =0 (erp. 59) (15) 
мы нашли два ту, множятеля 


0:0) 3 Oly)dy+m |0" (x)dx 
М = [%(2)) "lp Л =(¥(a 4)" 1 „№ ff 
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Каждый изъ этихъ множителей есть Функція только 2 и у, 
а потому на освованіи предложенія (0) $ 18 непосредственно | 
заключаемъ, что оба эти интегрирующіе множители с007- 
вътствуютъ двумъ существенно различнымъ первымъ ин- 
теграламъ диФФ. уравненія (5). (см. $ 11). 

Приведемъ еще въ примъръ дио. уравненіе 


ау +y"=0 (6) 
А 
(rab т предполагается отличнымъ отъ л), для котораго мы 
легко можемъ написать 4 интегрирующіе множителя. 
Это уравненіе есть частный случай уравневія (12) $ 11 и 
слЪд. оно имфетъ интегрирующій множитель г. 
Далђе, тоже самое уравнеше (6) получается изъ уравненія 


(3) $ 5 для Ку)=0, Ката и слЬд. оно имћетъ интегри- 


рующіе множители 


tet 
е =2 И у’ 


Чтобы написать еще одинъ интегрирующій множитель 
уравненія (6), мы воспользуемся замћъчаніемъ, сдъланнымъ 
`Лагранжемъ относительно хункщи ту + гу” *), по которому 
эта Функція, будучи умножена на г"! у”, дЪлается пол- 


mm 


‚ною производною отъ 2 у . 


147% 10у’ пу") ("у")! 
и слБд. 
у" 


! 
я (= ауу =| | 
Итакъ, уравнеше (6) имъетъ сльдующе 4 интегрирующіе 


множителя: 


х Зе! 
2,2%, го ту" 


* Lecons sur le caleal des fonctions, р; 11% 
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Спрашивается теперь, какіе изъ этихъ интегрирующихъ 
множителей, взятыхъ по парно, будутъ соотвфтетвовать 
существенно различнымъ первымъ интеграламъ уравнен!я(6)? 


т 


Мы видимъ, что интегрирующіе множители 2 и 2* суть 
Функц только 2, и на основаніи предложенія ($) § 12 го- 
воримъ, что они соотвЪтствуютъ существенно различнымъ 
интеграламъ. 

Это дЪйствительно имъетъ м%сто, ибо первый интегралъ, 
соотвћтствующій множителю 5, есть: | 


т 
(= — 1) у+ту =9 (см Форм. (14) 811 


а множитель 2" соотвЪтетвуетъ первому интегралу 


2-3 
в 


ух" = (см. $ 5). 


Исключая изъ обоихъ интеграловъ у’. имфемъ полный 
интегралъ 


м 
. 


„5-04 РЕ 
(= — 1) ук а, или (тп) уе" =a 


е к mm 1 
Интегрирующіё множители 2” и у’ Доставляютъ одинъ и 


а! 
тотъ же интегралъ, ибо частное ихъ у д " приравненное про- 
извольной постоянной, будетъ интеграломъ уравненія (6 


(см. предложеніе (а)). Тоже самое относится и къ интегри- 
рующимъ множителямъ 2, и "у", частное которыхъ есть 
т. 
cy Mala 9% y!\*, 
Интегрирующіе множители 


1 
у Hos, oy" Hn г", тут и.д 


по предложению (a) будутъ соотвътетвовать существенно 
различнымъ первымъ интеграламъ уравненія (6). 
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ПОЛОЖЕНИЯ. 
Г. 


ИзвЪъстное условіе интегрируемости Эйлера и Кондорсе для 
функцій п-го порядка F (x у у’... у") расположенной по сте- 
пенямъ y’.. у" замфняется вообще нЪеколькими .условями 
нъ частныхъ производныхъ коэфФиціентовъ Ё зависящих 
отъ 2 и у до п-го порядка включительно; но въ иныхъ слу- 
чаяхъ условія эти могутъ выражаться посредствомъ частныхъ 
производныхъ низешихъ порядковъ, примфромъ чему слу- 
житъ разсматриваемый нами классъ дифференціальныхъ 
уравненій: | 


А + Ву + Су" + Пу" + Буту =0 (4) 
(rab A... Е Ффункщи 2 и у, т какое угодно число отлич- 


ное отъ 0). 
П. 


Перем%на знака показателя т въ дихференщальномъ урав- 
неніи (A) соотвЪтствуетъ перемънъ перемънной независимой 
2 въ у въ томъ же уравненіи. 


ПІ. 


Если какими-нибудь средствами найдетси интегрирующій 
множитель уравненія (A) въ которомъ т отличка отъ 0, —1 
и +1 независящій отъ у то коэффищенты уравненія (A) 
удовлетворяютъ двумъ условіямъ предписываемымъ нашей 
теоремой yon” 


===” р У, 
=” : ™ ј 
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Bea трудность ръшенія вопроса: о 
«различны-ли между собою два данные первые интеграла 


fh (20, уу’. у"), |, (2, у, yn YOY, ро 
дифәеренціальнаго уравненія 
Е(2у у... у" )=0 % 


состоитъ Bh приведеніи этихъ интеграловъ къ виду. 


o(zyy... ya (су у... ув. 
р у. 


Bea трудность ръшенія вопроса: 
«различны-ли между собою первые интегралы доётавляемые 


двумя данными интегрирующими множителями Ми М дио- 
оеренціальнаго уравнения: 


Игуу.. y”)=0 2. 
состоитъ въ приведеніи этого уравненія къ виду: 
y—fleyy. 0710) =0. 


послъ чего вопросъ ръшается слъдующимъ образомъ: 
Интегралы доставляемыє интегрирующими множителями 
М и № будутъ слъдетвіемъ одинъ другаго или иЪтъ смотря 
потому будетъ-ли удовлетворено усговіе: 
N 


N 
d \ (ж). аб Теа . +4 (a), ЗЧ d (м) [=0. 
dx dy dy"); 


или HBT. 


